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ВВЕДЕНИЕ

Справочное пособие к решению задач по высшей математики

издается в трех частях:

• Аналитическая геометрия и линейная алгебра/
• Математический анализ и дифференциальные уравнения.
• Теория вероятностей.

Данная книга посвящена математическому анализу и

дифференциальнымуравнениям и включает в себя следующие разделы:
введение в анализ, дифференциальное исчисление функций одной

переменной,интегральное исчисление функций одной переменной,дифференциальноеисчисление функций нескольких переменных,обыкновенныедифференциальные уравнения, численные методы

(приближенноерешение алгебраических, трансцендентных и*дифференциальных
уравнений, приближенное вычисление определенных интегралов,

интерполированиефункций).
Пособие имеет следующую структуру. В начале каждого

параграфаприводятся соответствующие теоретические сведения

(определенияосновных понятий, уравнения, формулы, правила, признаки,
методы).Затем следуют примеры решения тйгТбвьгх Эадач различной
степенитрудности. Далее предлагаются задачи для самостоятельного

решения.Ко всем задачам даны ответы, а к некоторым
- и указания.Пособиеснабжено иллюстративным и справочным материалом. В пособии

содержатся система замечаний учебно-методического характера,
полезныхдля студентов, изучающих курс высшей математики.

Рекомендуемая литература

Бугров С.Я., Никольский С.М. Дифференциальное и интегральное исчисление. - М

Наука, 1984

Бугров С.Я., Никольский С.М. Задачник. - М.: Наука, 1984

Гусак А.А. Высшая математика: В 2-х т - Мн.: ТетраСистемс, 1998.

Гусак А.А. Задачи и упражнения по высшей математике: В 2-х ч. - Мн

Высш. шк., 1988

Гусак А.А. Элементы методов вычислений - Мн : БГУ, 1982

Ильин В.А., Подмяк Э.Г. Основы математического анализа. В 2-х т. - М : Наука, 1971.

Крылов В.И., Бобков В.В., Монастырный П.И. Вычислительные методы: В 2-х т. -

М.: Наука, т. 1-1976, т.2-1977.

Кудрявцев Л.Д. Краткий курс математического анализа - М : Наука, 1989

Кудрявцев Л.Д., Кутасов А.Д., Чехлов В.Н., Шабунин М.И. Сборник задач по

математическомуанализу.
- Мн : Наука, 1984.

Матвеев Н.М. Обыкновенные дифференциальные уравнения. - С.-ПетербургСпециальнаялитература, 1996.

Матвеев Н.М. Сборник задач и упражнений по обыкновенным дифференциальным

уравнениям
- М : Высш. шк., 1987
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Раздел /.

Введение в анализ

Гпава 1.

Функция

§ 1.1. Понятие функции. Область определения функции

Совокупность всех рациональных и иррациональных чисел

называетсямножеством действительных (или вещественных) чисел.

Действительныечисла можно изображать точками на числовой прямой.
Абсолютной величиной (или модулем) действительного числа х

называется-неотрицательное действительное число, определяемое
равенствами:

|х| = jc, если х£0; |х| = -х, если х<0. (1.1)

Неравенство

|3с|£а(а>0) (1.2)

равносильно неравенствам

-α<ιΧ<.α. (1.3)

Свойства абсолютной величины:

1. \х + у\$\х\+\у\.

2. |*-у|*М-Ш

3. \ху\=\х\\у\.

4.
х

У
{у* 0). (14)

Переменной величиной называется величина, которая принимает

различные числовые значения.

Совокупность всех числовых значений переменной величины

называетсяобластью изменения этой переменной. Различают следующие
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простейшие области изменения переменной х:

1) открытый промежуток или интервал (а, Ь), т. е.

совокупностьвсех чисел, заключенных между а и Ь: а<х<Ь (точки а и Ь

исключены);

2) замкнутый промежуток или сегмент [а, 6], т. е. а<х<Ь

(точки а и b включены);

3) полуинтервалы [а, Ь), т. е. а й х < Ь , и (a, ti], т. е. а<хйЬ.

Переменная величина у называется функцией переменной
величиных, если каждому значению х, которое она может принимать,

соответствуетединственное значение у . Переменная х называется

независимойпеременной или аргументом.

Функция обозначается одним из символов:

У
= /(*), У = У(х), y = F(x), у = ф(х)ит. п.

Для функции у = /(х) /(а) - значение, которое она принимает

при х = а.

Функция и аргумент могут обозначаться и другими буквами,

напримерw = /(v), 5 = φ (0. г — г (ф).

Корнем (или нулем) функции у = /(х) называется значение

аргументах = а, при котором функция равна нулю:

f(a)=0. (1.5)

Совокупность всех значений аргумента, при которых функцияимеетопределенные действительные значения, называется областью

существованияили областью определения функции.
Функция может быть задана табличным, графическим,аналитическимили другим способом.

Явной функцией называется функция, заданная формулой

у = /(х). (1.6)

Неявной функцией называется функция, заданная уравнением

F(x,y) = 0, (1.7)

не разрешенным относительно у.

Функция, определенная в области -а < х < а, называется четной,

если для любого х из области определения выполняется равенство

/(*) = /(-*). (1.8)
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Функция называется нечетной, если для любого х выполняется

равенство
(19)

Функция называется периодической с периодом 21,

бом х из области определения выполняется равенство

если при лю-

Дх+2/) = /(х). (1.10)

Если

Ч: II к S II -в
1 (1.11)

функции своих аргументов, то функция

.ν = /[φ(*)] (1.12)

называется функцией от функции или сложной функцией.
Если уравнение у = f{x) разрешимо относительно дс, т. е.

существуетфункция х = φ (_у) такая, что / [φ (у)] г у, то функция х = φ (у)

называется обратной по отношению к функции у = /(дс).

Пример 1. Найти область изменения х, если J х—21 < 3.

Решение. По определению абсолютной величины

| х — 21 = дс — 2, если (дс-2)>0 или дс >2;

| х — 21 = —(х — 2), если (дс — 2) < 0 или х <2,

поэтому соответственно получим неравенства

х — 2 < 3 и -(дс-2)<3,

откуда

х < 5 и х > -I.

Следовательно, -1 < х < 5, т. е. х меняется в интервале (-1, 5).

Этот пример можно решить и по-другому. На основании формул
(1.2) и (1.3) можно записать

-3 < х-2 < 3.

Прибавляя 2 ко всем частям неравенства, получим
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2-3<х<3+2 или -1 < χ < 5.

Пример 2. Найти область изменения х, если | х -11 > 2.

Решение. По определению абсолютной величины

х -1 > 2 при (х -1) > 0, т. е. х > 1;

-(х -1) > 2 при (х -1) < 0, т. е. х < 1.

Из неравенств х-\>2 и -х +1> 2 получаем х > 3, х < — 1.

Следовательно, областью изменения переменной х является

совокупностьдвух бесконечных интервалов: (-<», -1), (3, + »).

Пример 3. Решить уравнение | х -11 +| х - 21 = 1.

Решение. Рассмотрим три случая: 1) х < 1; 2) 1 < х < 2; 3) х > 2.

В первом случае

| х -11 = ~(х -1) и | х - 21 = -(х - 2),

поэтому уравнение перепишется в виде

-(х- 1)-(х-2) = 1 или -2х + 2 = О,

откуда х = 1, что противоречит неравенству х < 1. В этом случае

решенийнет.

Во втором случае

| jc — 11 = jc
— 1 и | дс

— 21 = -(х-2),

поэтому уравнение принимает вид

(х-1)-(х-2) = 1,

т. е. сводится к тождеству. Следовательно, уравнению удовлетворяют
все х из озрезка [1,2].

В третьем случае получаем

(х-1)+(х-2) = 1 или 2х-4 = О,

откуда х = 2, что противоречит условию х > 2.

Таким образом, уравнению удовлетворяют все значения х, для

которых1 й х £ 2.

Пример 4. Дана функция /(х) = х2-10х + 16.

Найти значения функции при значениях аргумента, равныхсоответственносреднему геометрическому и среднему арифметическому
7



ее корней.
Решение. Найдем корни, или нули, функции. Приравнивая
функциюнулю, получим квадратное уравнение х2 - 10дг +16 = 0, корни ко-

торого дг( = 2, х2 = 8. Среднее арифметическое корней х' ~ - -

' 2
= 5

и среднее геометрическое х" = yjx\x2 = 4.

Подставляя найденные значения аргумента в выражение для

f(x), получаем соответственно

/(4) = 42-10 4 + 16 = -8, /(5) = 52-10 5 + 16 = -9.

Пример 5. Доказать, что функция f(x) = l](x +a)2 +lj(x-a)2
является четной.

Решение. Убедимся в том, что для данной функции выполняется

условие (1.8). Подставляя -х вместо х в выражение для /(*),
получим

/(-*) = V(~x + °)2 +Щ~х~а)2.

Так как

(-д; + а)2 =(х-а)2, (-х-а)2 =(х + а)2,

то

/(-х) = л1(х~а)2 +*J(x + a)2 =\j(x + a)2 +lj(x-a)2 = f(x).

X3
Пример 6. Доказать, что функция /(*) = *--- + —- является

нечетной.
Решение. Убедимся в том, что выполняется условие (1.9):

v
, ч (-*)3 (-х)5 х3 х5

/(-χ) = (-χ)-^-+ ^-γ- = -χ +—

-γ
= -

< хъ х^
х + —

V
3 5

У

=-/(*)·

Пример 7. Показать, что функция У(jc) = tgxsin3jc + ctg2jc
являетсяпериодической, и найти ее период.
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Решение. Так как

tgJT = tg(x + 7t),

т. е. функция tgjc имеет период π,

sin (3χ + 2π) = sin

т. e. функция sin Зх имеет период
—

3\х +
2π

ctg(2x + n) = ctg
( πл
х + —

π
т. е. функция ctg2x имеет период —, то функция /(х) имеет период,

2π π

равный наименьшему кратному чисел π, , т. е. 2π. В самом

деле,
/(х+ 2π) = tg (х + 2π) sin (Зх + 2π) + ctg (2χ + 2π) =

= tgxsin3x + ctg2x = /(χ).

Пример 8 . Найти область определения функции

/(*) =
х
- 8

х2 -7х + 12

Решение. Данная функция не определена для тех значений х, при

которых знаменатель обращается в нуль (так как деление на нуль не

имеет смысла). Приравнивая нулю знаменатель, получим

х2-7х + 12 = 0, откуда х,=3, х2=4. Итак, функция определена на

всей действительной оси -
«> < х < -н*>, кроме точек х. = 3, х2 = 4.

Другими словами, областью определения является совокупность трех

интервалов: (- «>, 3), (3,4), (4, + «,).

Замечание. Дробная рациональная функция /(х) =
PJ*)

'Оп(*У
где Р-(х)

н Qn(x) - полиномы соответственно степени тип, определена для всех х.

кроме нулей функции Q„(x).
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Пример 9. Найти область существования функции

Д*) = л/(9-х2)(х2-4) + 3/5х + 7.

Решение. Функция представляет собой сумму двух функций.Втораяиз них определена при всех х, так как корень третьей степени

существуетпри любом х. Первая функция Л/(9-х2)(х2 -4) определена

лишь при тех значениях х, при которых подкоренное выражение

неотрицательно(корень квадратный существует только для

неотрицательныхчисел). Итак, должно быть

(9-х2)(х2 -4)> 0.

Это возможно, когда:

1) 9-х2 £ 0, х2 - 4 £ 0; 2) 9-х2 S0, х2-4£0.

Рассмотрим первое условие: х2 <9, т. е. )х| <3 или -3<х<3 и

х2£4, т. е. |х|£2 или хй-2 и х > 2. Таким образом, это условие

выполняется, когда

-3 < х £ -2 и 2 < х < 3.

Переходим ко второму условию, которое перепишется так: х2 > 9,

т. е. |х|*3 или х<-3 и х>3, и х2£4, т. е. | х | < 2 или -2йх<2.

Следовательно, это условие не выполнимо (не могут одновременно
выполняться неравенства -2 £ х ^ 2, х<-3, х>3).

Таким образом, областью определения функции

/i(x)= л/(9-х2) (х2 -4) является совокупность двух сегментов:

[-3,-2], [2,3].

-3 -2 -1 0 1 2 3 *х

Рис. 1.1

Сумма двух функций
определенатам, где определено каждое

слагаемое,поэтому исходная функция
также определена в указанных двух

сегментах (рис. 1.1).
Замечание. Если функция содержит радикалы четной степени, то она

определена лишь при тех значениях х, при которых подкоренные выражения

неотрицательны.

Пример 10. Найти область определения функции

. 2х-1
у = arcsin-'

3
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Решение. Функция и = arcsin ί определена при -1 < / < 1.

Следовательно,данная функция определена только для тех значений х, для

которых

2.Г-1
-1<

^
й I, откуда -3 < 2т - I й 3.

Решив эти неравенства, получим -1<х<2. Итак, функция
определенана отрезке [-1,2].

Пример 11. Найти область определения функции

/(*) = log (4-х2).

Решение. Логарифмическая функция определена при

положительныхзначениях своего аргумента, т. е. при 4-х2 > 0, откуда х: < 4 или

| х! < 2. Следовательно, данная функция определена при -2 < х < 2,

т. е. в интервале (-2, 2).

Пример 12. Найти /[φ(χ)] и ф[/(*)], если

/(*) = sin*, φ(*) = *2·

По определению данных функций имеем f(t) = sint, φ(ι/)=ιτ.

поэтому

/ [ф (*)] = sin <p (x) = sin x1,

φ[/(*)] = (/(*))2=5ίη2Χ.

Пример 13. Дан треугольник АВС, основание которого АВ = с и

высота КС = И (рис. 1.2).
С В треугольник вписан

прямоугольникDENM, высота которого

DM = х. Выразить площадь

прямоугольникакак функцию высоты.

Решение. Обозначим основание

MN вписанного прямоугольника

через у. Площадь выразитсяформулой
S = xy. (А)

Рис. 1.2 Переменные х и у не являются



независимыми, они связаны некоторым соотношением. Из подобия

треугольников DEC и АВС получаем

CL РЕ

СК
~

АВ
(В)

Так как CL = h-x, DE — у, СК = Л, АВ = с, то равенство (В)

приметвид

h-x
_
у

h ~с

откуда

у = {(Н-х).
П

(С)

Из равенств (А) и (С) получаем искомую функциональную
зависимость

5 = | (Л-х)х.
П

Пример 14. Найти обратные функции для данных функций:

I) у = Зх - 5; 2) у = Vl-x3;
3) y = arcsin3x, 4) y = xJ + 2.

Решение. Разрешая каждое из данных уравнений относительно х,

получим следующие обратные функции:

I) х = \ (у + 5) (определена при всех у, т. е. для
3

—
оо < у < -Н>·);

2) х = V - У1

* * 43) I =
*
sin у

(определена при всех

(определена мри
-

П

SyS
π

2
);

4) х -
-

у
- 2 и х = —

у
— 2 (определены при у t 2, т. е в

бесконечномполуинтервале [2, +««)).

Задачи

I. Найти область изменения переменной х и изобразить се на

числовойпрямой в каждом из следующих случаев:

1) х - 3 < 4; 2) х + 21 £ 5;
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3) I дс — 41 > 7; 4) x2 < 25;

5) x2 >16.
I , j I у I

2. Решить уравнение x‘-9 + x -4j = 5.

3. Дана функция Дх) = x2 -x + 2. Найти /(-1), /(0), /(|).

/(2), Д-χ), /iH Дх + Л).

4. Определить, какая из данных функций является четной,
нечетной:

1) Д*) = *4-^
2

2) Дх) = log'7+T;
а-х

3) /(х) = ах +а~х; 4) Дх)=ат-а х,

5) Дх) = 3'; 6) /(x) = sinx + cosr.

5. Доказать, что следующие функции являются периодическими, и

найти их периоды:

0 /(*) = sin2х + tg^; 2) Дх) = cos %tg^.
7 8 96. Найти области определения функций и изобразить их на

числовойпрямой:

1) у = 4\6-х2 +л/2х + 3;
^

4х-7
2) у =

1

х" -5х +

3) у
~

,

1

2; 4) Дх) = sin2x;
V 16-х2

5) u = -Js\nt; 6) у- sin ух;

7) у = lgsin х; 8) у = A/lgcosx.
7. Найти / [φ (х)] и <р[/(х)], если Дх) = х3, φ (х) = cosx.

8. В треугольнике АВС сторона ВС = а, сторона АС = Ь и

переменныйугол Z АСВ = х. Выразить площадь треугольника как

функциюх.

9. Найти явные обратные функции для каждой из данных

функций:
1) у = 2х-5; 2) у = У\

3) у = 41-*2; 4)
х

у = COS
Л

.

3
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Ответы

1. 1) —1 < дс < 7, 2) -7 йх<3, 3) х < -3 и х > 11, 4)-5<х<5,

5) х < -4 и х > 4. 2. -3<х<-2,2<х<3. 3.4, 2; 2; 4; х2+х + 2;

(2х2-х + 1)-у. 4. 1)четная; 2) нечетная, 3) четная, 4) нечетная, 5)и
х1

6) функции нс удовлетворяют ни условию четности, ни условию нечетности.

5. 1)2/ = 2π, 2) 21 = 30π. 6.1)-4<х£4, 2) (-°°, 2), (2,3), (3,+«),

3) -4 < х < 4, 4) -
°о < х < -и», 5) совокупность отрезков [2кк, (2Л +1) π],

6) х > 0, 7) совокупность интервалов (2hi, (2k + 1) π), 8) совокупность

точек х„ =2πη(η = 0, ± I, ±2, ±3,...). 7. / [φ(χ)]= cos3x, φ[/(χ)] =

= cosx3. %. S = ~ sinx. 9. 1) x = ^ (.y + 5); 2)x = log3.y; 3)x =

= +λ/Ϊ— у2, x = -^\-y2', 4) x = ЗагссоБД'.

§ 1.2. График функции. Простейшие преобразования
графика.

Графиком функции y = f(x) называется геометрическое место

точек М (х, у), координаты которых удовлетворяют данной

функциональнойзависимости.

Построение графика аналитически заданной функции по точкам

выполняется в следующем порядке:

1) составляется таблица значений аргумента и функции на основе

данной формулы;
2) в выбранной системе координат строятся точки, координатами

которых являются соответствующие друг другу значения переменных,

содержащиеся в таблице;
3) полученные точки соединяют плавной линией.

Построение графика функции упрощается, если она является

четной,нечетной или периодической. График четной функции
симметриченотносительно оси Оу\ график нечетной функции симметричен

относительноначала координат; график периодической функцииполучаетсяпутем повторения части ее графика, соответствующей одному

периоду.

Графики суммы (разности), произведения и частного

f(x) = f(x)±f2(xl (1.13)
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Ф(*) = /|(*)-/г(*). (1.14)

F(x)= №X) (1.15)
f2(*)

получаются из графиков функций yt =/}(х) и у2 = /2(х)
соответственнопутем сложения (вычитания), умножения и деления значений

данных функций при данных значениях аргумента.

Предположим, что график функции

У = /(х) 0.16)

известен (рис. 1.3).
1. График функции

У = Ях-о) (117)

представляет собой график функции у = /(*), сдвинутый вдоль оси

Ох на | а! масштабных единиц влево, если а > 0, и вправо, если а < О

(рис. 1.3).

Рис. 1.3

с, причем ординаты увеличиваются в

2. График функции

у = Дх)+Ь (1.18)

получается из графика
У- /(*) сдвигом вдоль оси

Оу на j 61 единиц вверх при

Ь > 0 и вниз при b < О

(рис. 1.3).
3. График функции

y = cf(x) (1.19)

получается из исходного

графика путем умножения
его ординат на коэффициент

с раз при с > 1 и уменьшаются

в —

раз при 0 < с < 1, а соответствующие абсциссы остаются прежни-
с

ми (рис. 1.4). График функции у = cf{x) является зеркальным отобра¬
жением графика y = -cf(x) относительно оси Ох (рис. 1.4).

15



Рис. 1.4

4. График функции

У - f(kx)

Рис. 1.5

1

0.20)

получается из исходного графика увеличением в —

раз абсцисс его
к

точек при 0 < к < 1 и их уменьшением в к раз при к > 1 с сохранением
их ординат (рис. 1.5). Если к < 0, то график функции у- f(kx)
представляетсобой отображение графика у- f{-kx) относительно оси

Оу>.

Указанные преобразования дают возможность строить графики
функций более сложного вида:

y
= cf[k(x-a)]+b. (1.21)

Пример 1. Построить по точкам график функции у = х3 на

отрезке[-2,2].
Решение. Составим таблицу значений аргумента и функции:

X -2
3

2
-1

1

2
0

1

2
1

3

2
2

У -8
27

8
-1

1

8
0

1

8
1

27

8
8

( 1 3^
Построив точки Л/,(-2,-8), Мг -1 —,-3 — |, Л/3(-1,-1),

\ 2 8 j

], М5(0,0V ΜΊ{\,\), M>(l^3^
16



Л/9(2, 8) и соединив их плавной кривой, получим график функции

у = ху (рис. 1.6).

Пример 2 . Построить график функции у = \ .

х'

Решение. Функция эта определена при всех значениях х, за

исключениемточки х = 0. Придавая аргументу указанные ниже значения и

вычисляя соответствующие значения функции, составляем таблицу;

X -3 -2 -1
1

2

1

_3
1

3

1

2
1 2 3

У
1

9

1

4
1 4 9 9 4 1

1

4

1

9

Построив точки по данным координатам и соединив их плавной

кривой, получим график данной функции (рис. 1.7). Поскольку

функцияу--у является четной, ffffriyiiiirijiiririfптиргитггн пп оси

Оу.



Пример 3 . Построить график

функции у = л/х-

Решение. Функция y = -Jx

определена,когда подкоренное

выражениенеотрицательно, т. е. х > 0.

Следовательно, областью

определенияфункции является бесконечный

полуинтервал [0, °°).

Возводя в квадрат обе части

данного уравнения, находим у2 — х.

Полученное уравнение определяет параболу, для которой ось Ох

будетосью симметрии.

Извлекая квадратный корень, получим у = ±Vx· По условию

нужновзять только знак плюс. Следовательно, искомым графикомявляетсячасть параболы, для которой у > 0 (рис. 1.8).

Пример 4. Построить график функции У = ~416-х2.
Решение. Данная функция

определена,когда 16-х2 >0 или

х2 < 16, т. е. при -4 < х < 4. Таким

образом, областью определения
является сегмент [-4, 4].

Возведя в квадрат обе части

уравнения у = -л!\6-х2, получим

х2 + у2 = 16. Это уравнение ок-

рис 19 ружности радиуса Л = 4 с центром
в начале координат.

Поскольку исходная функция принимает лишь отрицательныезначения,то графиком ее будет полуокружность, расположенная ниже оси

Ох (рис. 1.9).
Пример 5 . Построить график функции /(x) = x + sinx.

Решение. График данной функции получается путем сложения

графиков двух функций: /,(х) = х, /,(x) = sinx, изображенных на

рис. 1.10 штриховыми линиями. Ряд точек графика функции
/(х) = х + sinх можно построить, принимая во внимание следующее:

1) /(х) = х для тех х, при которых sinx = 0;
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2) /(х) = х +1 для тех х, при которых sin х = 1;

3) f(x) = x-1 для тех х, при которых sinх — —

Пример 6. Построить график функции f(x) = xsinx.

Решение. График этой функции представляет собой произведение

графиков двух функций: /,(х) = х, /2(x) = sinx. График можно

построитьпо точкам, имея в виду следующее:

1) так как -l<sinx<l, то -х й f(x)<,x, т. е. график функции

/0O = xsinx целиком расположен между прямыми у-х и у--х

(рис. 1.11);
2) /00 = 0, если sinx = 0;

3) Дх) = х, если sin х = 1;

4) /(х) = -х, ecnHsinx = -l.

Пример 7 . Построить график функции /(х) = cosecx.

Решение. Данная функция определена на всем множестве

действительныхчисел, кроме точек х = кк (к = 0, ± 1, ± 2, ± 3,...), т е.

областьюее определения является совокупность интервалов ... (-π, 0),

(0, π), (π, 2π)...

Так как cosecx =
—, то график функции можно построить с по-

sinx

мощью графика /(x) = sinx. Построим график функции
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Рис. 1.11

f(x) = cosecx в интервале (0, π), при х = ^ получаем /^j = l. При

х —> 0 и х —> π функция неограниченно возрастает, график ее имеет

вид, изображенный на рис. 1.12. В интервале (π, 2π) функция прини-

(3 λ
мает отрицательные значения, причем / nj

= -1. График функции

в других интервалах получается из условия периодичности.

Пример 8. Построить график функции у = sin х+3.

Решение. Графиком данной функции является синусоида,сдвинутаяв направлении оси Оу вверх на три единицы (рис. 1.13)

(см. формулу (1.18)).

Пример 9. Построить график функции у = cos ^j.
Решение. График этой функции представляет собой косинусоиду,

сдвинутую вдоль оси Ох вправо на величину, равную
— (рис. 1.14)
4

(см. формулу (1.17)).
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Рис. 1.14

Пример 10. Построить график функции у - 3sin 2х.

Решение. На основании простейших преобразований графика (3 и



4) заключаем, что график этой функции является синусоидой,абсциссыкоторой уменьшены в два раза, а ординаты увеличены в три раза

(рис. 1.15).

Пример 11. Построить график функции

у = -4cos (2дг
- 6)+1.

Решение. Данную функцию можно представить в виде

у = -4cos [2 (х -3)]+1. (А)

Сравним эту функцию с функцией, получающейся из формулы
(1.21) при замене символа / символом cos, т. е. функцией

/(лг) = ccos [А (х- а)]+ Ь. (В)

Функция (А) получается из функции (В) при следующих значениях

параметров: с = -4, к = 2, а = 3, b = 1.

Принимая во внимание простейшие преобразования графика,
получаемосновные этапы построения графика данной функции:

1) увеличивая в 4 раза ординаты точек графика функции
y = cosx, меняя их знаки и сохраняя неизменными абсциссы точек,

строим график функции y = -4cosx (рис. 1.16);

2) уменьшая в 2 раза абсциссы точек графика функции
y = -4cosx и сохраняя их ординаты, строим график функции

у - -4cos2jc;

3) перенося точки графика функции у = -4cos2x в направлении

оси Ох на 3 единицы вправо, строим график функции
>> = -4cos2(jc-3);

4) перенося точки графика функции у = -4cos2(х-З) в

направленииоси Оу на 1 единицу вверх, получим график исходной функции
22



у = -4cos [2 (х-3)] +1.

Пользуясь периодичностью рассматриваемой функции,полученныйграфик можно продолжить в обе стороны.

Пример 1 2 . Построить график функции /(x) = sin2x.

Решение. Функция эта определена при всех х. Построим сначала

график функции .y = sinx (рис. 1.17). Так как /(0) = 0,/1 — = 1,
2 )

π

точки/(π) = 0, то

Що,о), мг{\л\
Λ/3(π, 0) являются

общими для обоих

графиков. График
функции

/(x) = sin2x в

промежутке[0, π]
расположенниже синусоиды (поскольку квадраты чисел, меньших

единицы,меньше самих чисел), в промежутке [π, 2π] график также прохо¬

Рис. 1.17

дит выше оси Ох (1.17), так как sin2x^0 при любыхх.

Замечание. График функции можно построить и другим способом,

принимая во внимание, что
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. 2 l~C0s2x -2 II
sin x = или sin x = cos2x.

2 2 2

Пример 13. Построить график функции f(x) = Vsinx.
Решение. Данная функция определена лишь для тех х, для которых

Ук

у^sinx

О ^ 2п

y=sinx

5 Зпх

2π

Рис. 1.18

sin х > 0, т. е. в отрезках вида [2кл, (2к +1) π] (к = 0, ± 1, ± 2,...).

Строим вначале график функции у = sinx (рис. 1.18). График

функции f(x) = -Jsinx расположен выше соответствующей дуги
синусоиды(так как квадратный корень из числа, меньшего единицы,большесамого числа). Точки, имеющие ординаты у = 0, у = 1, являются

общими для обоих графиков.
Пример 14. Построить график функции /(x) = |sinxj.
Решение. По определению абсолютной величины (см. §1.1,
равенства(1.1)) имеем /(x) = sinx, если sinx £ О и /(x) = -sinx, если

Следовательно,
график данной
функцииможно построить

следующим образом.
Если sinx £ О, то

график ее совпадает с

графиком у = sinx;
если sinx < 0, то дуга

графика
/(x) = ]sinx|являетсяотображением относительно оси Ох соответствующей дуги графика

у = sinx (рис. 1.19).

Рис. 1.19
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Пример 15. Построить график функции /(х) = sin | х |.

Рис. 1.20

Решение. Так как /(-х) = sin |-х| = sin |х| =/(х),* то данная

функция является четной. Ее график симметричен относительно оси

Оу, при х > 0 график совпадает с графиком функции у = sin х

(рис. 1.20).

Пример 1 5. Построить график функции /(х)= χ2-2χ-3ι.

Решение. Построим сначала график функции у = xL -2х-3.

Преобразуяправую часть последнего уравнения, получим

У = (х2 - 2х +1)-1 - 3, у = (х — I)2 — 4,

откуда

у + 4 = (х-1)2.

Это уравнение определяет параболу с вершиной в точке O' (1, -4)

и осью, параллельной оси Оу (рис. 1.21). Парабола пересекает ось Ох

в точках х, = -1, х2 = 3 (значения х получены из уравнения

х2 - 2х - 3 = 0). Уравнение у = х2 - 2х - 3 можно представить в виде

у = (х +1) (х - 3), откуда видно, что

(х2-2х-3)>0 при х<-1 и х>3,

(х2 - 2х - 3) < 0 при -1 < х < 3.

Переходим к функции /(х) = х -2х-3 По определению абсо¬

лютной величины имеем:
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Рис. 1.21

/(х) = -(х2-2х-3), если

(х2 - 2х - 3) < 0.

Следовательно график

функции/(х) = х2 — 2jc — 31 получается

следующим образом: при х<-1 и

х > 3 он совпадает с графиком

функции у = х2-2х-3; при

-1 < х < 3 совпадает с графиком

у = -(х2 -2х -3), т. е. получается

из графика у = х2-2х-3 при

изменениизнака ординат всех его

точек (рис. 1.21).

Задачи

Построить по точкам графики функций:
4.

1. У = х
1

2·^?'
3. у = -Jx~+ \ + 2. 4. у = 4-л/1-Зх.

Построить графики функций (с помощью сложения, умножения,

деления):
5. у = logaх + х. 6. y = x-sinx.

7. y = xcosx. 8. y = secx.

С помощью простейших преобразований построить графики функций:

9. у - cosx-2.

11. у = 4cos3x.

Построить графики функций:
13. у = cos2 х.

15. у = | cosx j.
17. у = coslxl

10. 3/ = sin ^x + ^J.
12. у = -2sin (Зх + 9).

14. у = л/cos х.

16. у = cos | х |.
18. у = х2 +5х-6
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§ 1.3. Предел переменной величины. Бесконечно малая и

бесконечно большая величина

Пусть переменная х принимает последовательно значения

(122)

Такое перенумерованное множество чисел называется последователь-

ностью {дг„}. Последовательность задана, если известна формула для

п -го члена.

Число а называется пределом последоватыьности (*„}, если для

любого сколь угодно малого положительного числа ε можно указать

такой номер Ν, зависящий от ε, что для всех η > N выполняется

неравенство
\хп-а\<Е. (123)

Обозначение предела последовательности (1.22):

lim хп = а. (1.24)

Число Ь называется пределом функции у
-

/(*) при х —» а (в

точке а), если для всякого числа ε > 0 можно найти такое число

δ > 0, что

\f(x)-b\< ε, (1.25)

когда

0<\х-а <5. (1.26)

Предел функции обозначается так:

lim /(.t) = Ь (1.27)
х-*а

{х стремится к а произвольным образом).
Обозначения односторонних пределов функции:

lim f(x)-b (1.28)
х—>о-0

{х стремится к а слева, оставаясь меньше а),

lim f(x) = b (1.29)
χ-»ο+0
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(х стремится к а справа, оставаясь больше а).

В частности, при а- 0 вместо 0-0 пишут -0 и вместо 0 + 0

пишут +0, поэтому формулы (1.28) и (1.29) принимают вид:

lim f(x) = b,
х-»-0

(1.30)

lim f(x) = b.
х-»+0

(131)

Если

lim f{x) = lim f(x)=b,
x—>a-0 x—ta+0

(1.32)

то

lim f(x) - b.
x—>a

(133)

Если односторонние пределы различны, т. е.

lim f(xlim f(x) (134)
х —> а-0 х—ю+0

или хотя бы один из них не существует, то не существует и предел

функции при х —» а.

Переменная величина а (х) называется бесконечно малой при

х —» а, если для любого сколь угодно малого положительного числа

е можно указать такое δ > 0, что

|ос(х)| < ε, когда |х-д| < δ. (1-35)

Предел бесконечно малой величины а (х) равен нулю, т. е.

lima(x) = 0. (1.36)
х —*а

Разность между переменной величиной лги ее пределом а есть ве-

личина бесконечно малая, т. е.

х - а = а, (137)

откуда

х = а+а. (138)

Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых величин

и их произведение есть величина бесконечно малая. Произведение
постояннойи ограниченной величины на бесконечно малую есть величи¬
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на бесконечно малая. (Величина х называется ограниченной, если

существуетчисло с> 0 такое, что для всех значений х выполняется

неравенство| X | < с.)

Переменная величина х называется бесконечно большой, если для

любого сколь угодно большого положительного числа N можно

указатьтакой момент в изменении этой величины, начиная с которого

\χ\>Ν. (1.39)

Бесконечно большая величина предела не имеет, но иногда

условноговорят, что предел есть бесконечность («>), причем если она,

начинаяс некоторого момента, принимает только положительные

значения,то предел ее (+<»), если отрицательные, то (-«).

Если х - бесконечно большая, то обратная ей величина
*
- беско-

х

нечно малая, т. е.

lim — = 0. (1.40)
х

Если а - бесконечно малая величина, то бесконечно большая
а

величина, т. е.

Пт — = «>. (1.41)
α->οα

Пример 1 . Показать, что последовательность хп = -

п

(η = 1, 2, 3,...) имеет пределом нуль. Начиная с какого номера ее

значениястановятся и остаются меньше 0,001 ?

Решение. Последовательность хп = — (η = 1, 2, 3,...) принимает

значения

η

,1111
'’2’3’4’5’

Пусть ε= 0,001. Неравенство — < будет иметь место, когда
η 1000

п> 1000. Следовательно, N = 1000.

Возьмем произвольное число ε > 0. Покажем, что, начиная с неко-
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торого значения я, выполняется неравенство (1.23). В данном случае

х„ = - и а = 0. Неравенство
я

-0 < ε или < ε будет выполнять-
я

ся, когда я>—. В качестве N можно взять меньшее из двух целых

ε

чисел, между которыми заключено . Таким образом, для любого
ε

ε > 0 можно указать такое Ν, что для всех η > N выполняется

неравенство- < ε; это означает, что х„ имеет пределом нуль, т. е.

я

lim — = 0

(сравните последнее равенство с формулой (1.40)).
„

1
Пример 2 . Доказать, что предел последовательности уп= 4 - - —

(я = 1, 2, 3,...) равен 4.

Решение. Данная последовательность принимает значения

2 8 26 80
3—,3 —,3—,3—....
3 9 27 81

Зададим произвольно малое число ε > 0 и составим разность

У„~а = 4-
з";
'-4 = -ί

3"

Потребуем, чтобы эта разность по абсолютной величине была меньше

ε, т. е.

I I 1
у_ - а < ε или — < ε.

\ ' п 1

^П

Найдем, при каких η это неравенство будет выполнено. Переписав

его в виде
- < 3” и взяв логарифмы обеих частей, получим
ε

log- < nlog3,
ε

откуда
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η >

log-
£

log3

В качестве числа N можно взять меньшее из двух целых чисел, ме-

1

жду которыми заключено число

log
ε

iog3
Тогда при всех п > N указанное неравенство будет выполняться, а

это и означает, что

lim уп
= lim | 4 + ^ = 4.

Замечание 1. Одновременно показано, что

lim — = 0.
Зп

Замечание 2. Аналогично можно показать, что

1
lim — = 0,

а

если а > 1.

Замечание 3. Величина а (*)=—- при х —» -Н» есть бесконечно

малая, т. е. lim = 0.
Т->+» 3

Замечание 4. Величина а (х) = -у, где а > 1 при х —* +°° есть

а

1
бесконечно малая, т. е. lim — - 0.

х—>+” ах

Пример 3 . Доказать, что предел

„
М)"

=-3 + —2~~

последовательности

(и = 1, 2, 3,...) равен -3.

Решение. Данная последовательность принимает значения

. „3 ,1 п
15

-4, -2 —, -3 —, -2—,...
4 9 16

Пусть дано любое число ε > 0. Рассмотрим разность
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( — 1)" (-1)"
--„-(-3)= -3+(-f -(-3)=(--f.

IT n

Эта разность будет по абсолютной величине меньше ε

| (-Π'11 1
|ζ„-(-3)|<ε, / < ε, -,-<ε,

Π 1 η~

когда
- < η2, τ. е. < η или η > -η- . В качестве N можно выбрать
ε νε νε

меньшее из двух целых чисел, между которыми заключено число

Тогда при всех п > N

1

|ζ„-(-3)|<ε,

а это и означает, что Нш zn - -3.

В частности, если ε, = 0,01, то = -

■

*
=10, Л^, = 10. Следо-

Vе! IJ_
V 100

вательно, при п > 10 \zn -(—3)j < 0,01.

Если ε-, = 0,0001, то -Д- = 100, Ν7 = 100. Следовательно, при
■^2

п> 100 j -(-3)j < 0,0001.

Замечание. Все значения последовательности могут быть меньше

своего предела (пример 2), или больше своего предела (пример 1), или

попеременното меньше своего предела, то больше его (пример 3).

Пример 4. Доказать, что

.. 5х + 6 5
lim = —.

.V 6х 6

Решение. Для доказательства достаточно убедиться в том, что раз-
5х + 6

_ ,
5

ность между переменной величиной у = и постоянной Ь = -

6л 6

при и -> оо есть величина бесконечно малая. Преобразуя эту разность,

получим
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5х + 6 5
_

(5х + 6)-5х
_

6
_

1

6х 6 6х 6х х

Так как в силу формулы (1.40) величина —

при х—>«> является
х

бесконечно малой, то

5х + 6

6х

5

6
= а,

где а - бесконечно малая. Это и означает, что

lim
X —►

5х + 6

6х

5

6

Пример 5 . Доказать, что

lim (2х2 - 5х + 4) = 7.
х —> 3

Решение. Поскольку х —> 3, то х = 3 + а, где а - бесконечно

малая(см. формулу (1.38)). Подставляя это выражение для х в разность

(2х2 - 5х + 4) - 7 и преобразуя ее, получим

[2 (3 + а)2 -5(3 + а) + 4]-7 = 2(9 + 6а+а2)-15-5а+4-7 =

= 18 + 12а + 2а2 -15-5а+ 4-7 = 2а2 + 7а.

Так как а - бесконечно малая, то величины 2а2 и 7а и их сумма

также являются бесконечно малыми, сумму эту можно обозначить

черезβ.

Следовательно, имеем равенство

у-Ь = $,

в котором у = 2х2 - 5х + 4, Ь = 7, β = 2α* + 7α.

На основании формулы (1.37) заключаем, что

lim у = 6,
т->3

т. е.

lim (2х2 - 5х + 4) = 7.
ί-*3
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Пример 6. Найти односторонние пределы функции fix)-
х-3

при х —» 3 слева и справа.

Решение. Задача сводится к нахождению двух пределов

.
6 6

игл и Iim .

л—»з-о х — 3 *->з+ох-3

Если х —> 3 — 0, т. е. х стремится к 3, оставаясь меньше 3, то

величинах~3 является бесконечно малой, принимающей отрицательные

значения. Обратная ей величина будет бесконечно большой,

принимающейтакже отрицательные значения, тем же свойством обладает и

величина у

6

, поэтому
д: — 3

Нш
j —»з-о дг — 3

Изменение переменных х, х-3 и при х—>3-0 можно по-
6^

х-3

яснить следующей таблицей:

X 2 2,9 2,99 2,999 2,9999 2,99999 2,999999

х-3 - 1 -0,1 -0,01 -0,001 0,0001 0,00001 -0,000001

6

х-3
-6 -60 -600 -6000 - 60000 - 600000 - 6000000

Если х —» 3 + 0, т. е. х стремится к 3, оставаясь больше 3, то

величинах-3 является положительной бесконечно малой. Обратная ей

величина—— будет бесконечно большой, принимающей положитель-
х - 3

ные значения. Этим свойством обладает и величина ——, поэтому
х-3

Нш = +«».
л->3+0 Х — 3

График функции у -

х-3
изображен на рис 1.22.
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Рис. 1.22

Пример 7.

Найтиодносторонние

пределы функции

/(*) = 3х при х —» О

слева и справа.
Решен ие.

Пусть х стремится к О,
оставаясь меньше его,

т. е. х—»-0, тогда х

будет бесконечно

малой,принимающей
отрицательные значе-

1
ния, а величина

х

отрицательной бесконечно большой величиной (см. формулу (1.41)).
Данную функцию можно представить следующим образом:

I
I

3х =3
X 1

3
X

_1_

Поскольку τ-ί-τ - бесконечно большая при х 0, то 3^ также

he

бесконечно большая, а обратная ей величина, т. е.
1

·, будет беско¬

нечно малой (см. формулу (1.40)). Следовательно,

I J
Нш 3х = Пш 3 ^ = lim —.— = 0.

х—»-0 х—»-0 х—»-0 —.

3I Jr I

Пусть х стремится к 0, оставаясь больше его, т. е. х -»-И), тогда х

1

будет положительной бесконечно малой величиной, а

положительной бесконечно большой, величина 3х будет также

положительнойбесконечно большой, т. е.

I J_

Нш 3х = Нш 3*^ = + «*·.

х—>+О *—>+0
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Поскольку односторонние
пределы не равны между собой, то

предел функции при х —> 0

произвольнымспособом не существует.
I

График функции /(х) = Ъ*

изображен на рис. 1.23.

Пример 8. Найти

пределы
1

пш arctg и

Jr—>2-0 Ь2 — Х

lim arctg .

τ—>2+0 ь2-х

Решение. Пусть х—>2 слева, т. е. оставаясь меньше 2, тогда

величина (2-х) будет бесконечно малой, принимающей

положительныезначения, а величина — бесконечно большой, принимающей
2-х

также положительные значения. Принимая во внимание определение

функции z = arctg^ и тот факт, что tgz —» когда z—>~, заключа¬

ем, что

.. 1 π
lim arctg =—.

v-»2-o
6

2-х 2

Если же х —»2 справа, т. е. оставаясь больше 2, тогда величина

(2-х) будет отрицательной бесконечно малой, а величина —-— -от-

2-х

рицательной бесконечно большой величиной.

^
π

Так как tgz —» -*», когда z —> -

—, то

lim arctg
ι-»2+0 2-х

π

2

Предел функции у = arctg не существует при х —» 2 произ-
2-х

вольным способом, так как односторонние пределы в этой точке не

равны между собой.

График функции изображен на рис. 1.24.
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Задачи
1. Начиная с какого номера

значения каждой из

последовательностей:
η -1. тч _

1
·

хп ~~

> 2) уп —

2 ,

П П

3) ζη=\ (п = 1,2,3,...)
п

становятся и остаются меньше

ε = 0,0001 ? Показать, что каждая

последовательность имеет преде¬
лом нуль.

2. Доказать, что каждая из последовательностей

хП

(-1)"
2"

имеет пределом нуль. Начиная с какого номера значения каждой из

них по абсолютной величине остаются меньше е = 0,001?
3. Даны три последовательности:

х
П

7 +
(-1)”
6"

Доказать, что:

1) lim хп = 2; 2) lim уп = -3; 3) lim z„ = 7

4. Доказать, что:

1) lim
3 4
5-—- = —

5х 5;

3) lim (5дг + 8) = 3;
х-л-\

2) lim (Ах- 7) = 5;
jr —> 3

4) lim (Зх2 -4х + 6) = 10
Jt->2

5. Найти односторонние пределы при х —» 2 слева и справа для

следующих функций:

1) /(*) =
8

2-х
2) /(*) =

3) /(х) = 2'-2;

(х-2)

4) /(x)=arctg
7 _
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Ответы

1. 1) Ν] =10 000;

5. 1) lim
χ—>2-0 2 — JC

lim - = +oo

x —> 2+0 (χ — 2)

2) N2 = 100;

.·
8

lim =~°°,
jr —>2+0 2 — X

3) iV3 = 10. 2.ΛΗ0.

2) lim r-

x —>2-0 (χ — 2)2
= +°°,

§ 1.4. Нахождение пределов

Если переменные величины /,(х), /2(*)> /3(*) имеют конечные

пределы при х —» а, то

lim [f\(x)+/2W-/3(jc)]= lim/J(x)+ lim/2(x)- Iim/3(jc); (l.42)
χ—x—>0 χ—»o x —

lim [/;(х)-/2(х)-/3(х)]= lim /i(-x) lim /2(x)· lim /3(x); (1.43)
x—>0 x—x—*a x—*a

lim [cf(x)~\= c lim f(x) (c= const);
x—»σ x-»a

(1.44)

lim [f(x)]" =[lim f{x)f (n - целое число, η > 0);
x—χ—>α

(1.45)

„ lim Λ (λγ)

luT1
; (■““/tW’60);

χ-»Α f2(x) urn /2(х)
X—>0

(1.46)

lim ^f](x) = J\im yj(x);
r—yx->a

(1.47)

lim с = c (c = const).
X —>0

(148)

Если с - постоянная величина, причем с > 0, то:

lim сх = оо;
Х-4»

(1.49)

lim — = «о;
X—>«о С

(150)

lim — = -оо;
Х-+-0ДС

(1.51)

38



(1.52)lim — = + °°;
ι-> + 0 X

lim- = oo; (1.53)
j->0 x

lim — = 0; (1.54)
x->- x

lim cx
i-»+—

10, если 0 < c < 1;

l+oo, если c > 1;
(1.55)

l + oo, если 0 < c < 1;
lim c =

■

[ 0, еслис>1.
(156)

Пример 1. Найти lim (4x2 -6x + 3).
JC —> 2

Решение. Так как предел алгебраической суммы переменных равен
такой же алгебраической сумме пределов этих переменных (формула
(1.42)), постоянный множитель можно выносить за знак предела

(формула (1.44)), предел целой положительной степени равен такой же

степени предела (формула (1.45)), предел постоянной равен самой

постоянной(формула (1.48)), то последовательно получим

lim (4х2 - 6х + 3) = lim 4дс2 - lim 6х + lim 3 =
г —* 2 х —>2 х—»2 х—>2

= 4 lim х2 - 6 lim х + lim 3 = 4 (lim х)2 - 6 lim х + 3 =
х —> 2 х-»2 х—>2 х->2 I —>2

= 4 22- 6- 2 + 3 = 16-12 + 3 = 7.

Замечание 1. Вычисление предела многочлена второй степени

свелоськ вычислению его значения при предельном значении аргумента

Замечание 2. Чтобы вычислить предел многочлена n-й степени

Р„(х) = b0 + Ь]х + Ь2х2 + ... + Ьпхп при х -> Ь,

достаточно найти Р„(Ь), т. е. значение его при х=Ь. Например,

lim (2х5 -4jc4 + Зх3 -6х2 + 8дс + 2) = 2·15 — 4-14 + 3-13 — 612 + 81 + 2 = 5.
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Пример 2. Найти lim - —

<-i2.r2-5.v + 6

Решение. Так как предел частного равен частному пределов, то на

основании формулы (1.46), а также с помощью формул (1.42), (1.44),
(1.45) и (1.48) последовательно получим

-,2 л
Пт (Зх2 -4х + 7) lim Здс2 — lim 4jc н- lim 7

Зле -4s+ 7
_

a —»i _j_-±
jr—*i 2x2 - 5.v + 6 lim (2x2-5x + 6) lim 2x2 — lim 5x+lim 6

.t —»l x—> 1 л -> I jt —»I

3limx2-4 limx + lim 7 ,

x-»i r—»i л->1 _3·Γ-4·1 + 7_6_
2 lim x2 -5 lim x + lim 6 2 -l2"-5· 1 + 6 3

.t-»l x-»l x—»1

Замечание 1. Вычисление предела рациональной функции
(отношения двух многочленов) свелось к вычислению значения этой функции
при предельном значении аргумента.

Замечание 2. Чтобы вычислить предел рациональной функции

R (х>
-
Ъп+^х + Ь^2 + ... + Ьпхп
с0 + с1х + с2х2 + ...+стхт

при х —» а, достаточно найти значение ее при х = а.

Например,

lim
χ$~2χ*+ϊχ2-6χ + 9

_ 25j-2 24 +3^22 -6 2 + 9
_

9
_ 7

3jc4 — 12дс2 н- 7jc — 11 3·24 -12-22 + 7-2-11
Замечание 3. Предел элементарной функцииДх) при х —> а, где а

принадлежит области ее определения, равен значению функции при х —

а, т. е.

lim /(х) = /(о).
х-*а

Например,

η iim ^ί~_1+1χ±69_ _
V42 - 7 + Л./4 + 60

*->4 2х2-5х-8 2·42 -5·4-8

_

У9+Уб4 3 + 4 7
"

32-20-8
=

4’

2) Пт [lg (/ + >/?+ 80)]+t4t2 + 8 = lg (1 + л/δΤ)+1VlT8 = 1 + 3 = 4.
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Пример 3. Найти

Решение. При х

. х2-6т + 8
игл
< * ·ι х — 4

4 числитель и знаменатель данной функции об-

0
решаются н нуль. Получена неопределенность которую нужно

раскрытьПреобразуем данную функцию, разлагая числитель с помощью

формулы

л-2 + рх + q = (г - х,) (х - х2),

где х, и х2 корни уравнения х"’ + px + q
= О

Так как уравнение х2-6х + 8 = 0 имеет корни х, -2, х-, =4, то

х2 — 6х + 8 — (х — 2) (х — 4). Подставляя это выражение в данную

функциюи сокращая на общий множитель (х -4) * 0, получим

f-*4 Х-4 г —*4 X
- 4

im (х- 2) = 4 - 2 = 2.
-и

Замечание I Сокращая на общий множитель, мы предполагали, что

х — 4*0. Эго действительно так. Согласно определению предела функции,

аргумент х стремится к своему предельному значению а. никогда с ним не

совпадая, т. е. х Ф а и х - а * 0. (См формулу (1.26).)
Замечание 2. Предел функции не зависит от того, определенафункцияв предельной точке или нет

Зх2 - х - 2
Пример 4. Найти lim -

.

jt-и 4х' -5х + 1

Решение. При х = 1 числитель и знаменатель обращаются в нуль.

получается неопределенность вида —. Преобразуем данную функцию,

разлагая на множители числитель и знаменатель по формуле

ах2 +Ьх + с = а (х-х,)(х-х2),

где х, и х2
-

корни уравнения ах2 + Ьх + с = 0.

Подставляя соответствующие выражения и сокращая на общий

множитель (х -1) * 0, получим
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,.
Зх2-х-2

lim —τ
*->ΐ4χ -5χ + 1

lim
л-*1

3(χ-1)(χ + |
ί Γ'

4 (дг —1)1 Χ--
\ /

_ _ „
.. 3χ4 + 2χ3 — χ2 + 5χ + 5

Пример 5. Наити lim ζ .

r^-l χ3 + 1

Решение. При х
= — 1 числитель и знаменатель обращаются в нуль.

Разлагая их на множители, находим

х3 +1 = (х +1) (х2 - х +1),

Зх4 + 2х3 - х2 + 5х + 5 = (х +1) (Зх3 - х2 + 5).

Второе равенство получено в результате непосредственного деления

Зх4 + 2х3 -х2 +5х + 5 на (х+1). Сокращая числитель и знаменатель на

(х + 1)*0 и переходя к пределу, получим

Зх4 + 2х3 -х2 + 5х + 5 Зх3 -х2 + 5
пт — т lim —: =

л-*-1 Х+1 л-»-1 X -Х + 1

_

3(-1)3-(-1)2 + 5
^

1

(-1)2-(-1)+1 3'

о
Замечание Чтобы раскрыть неопределенность вида —, заданную

отношением двух многочленов, надо в числителе и в знаменателе выделить

критический множитель (т. е. множитель, равный нулю при предельном
значениих) и сократить на него.

6х2+5х + 4

Пример 6 . Найти tз^’+ 7х~-2'

Решение. При х->+°° числитель и знаменатель неограниченно

оо

увеличиваются (получаем неопределенность вида —). Чтобы найти
ОО
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предел, преобразуем данную дробь, разделив ее числитель и

знаменательна х2, т. е. на старшую степень х. Пользуясь свойствами

пределов,получаем

6х2 + 5х + 4
пт —г

*->+~ Зх+1х-2
Пт

X —> +«»

, 5 4
6 + -+ —

X xL
,

7 2
3+ 2

X X

Нт
JT—>+оо

/

lim
.г —» + ■»

6 Н— + ——

х хс

η
7 2λ

3+ т
х х- /

6 + 0 + 0

3+0-0

Здесь принято во внимание, что

- = 2.

С с
lim — = 0, lim -г- = 0 (с = const).

X —> +»
д·

Г—»+«

(См. формулу (1.54).)

п , и „
7х2 + 6х-3

Пример 7. Наити lim —; = .

*-*+- + 8х~ -2

Решение. Разделив числитель и знаменатель дроби на х3, т. е. на

старшую степень, получим

lim
Х-»+«о

7х2 + 6х-3

9х5 + 8х2 - 2

7 6 3

lim
„82
9+ г

0+0-0 0

9 + 0-0
~

9
”

Замечание. Чтобы раскрыть неопределенность вида —, заданную

отношением двух многочленов, надо числитель и знаменатель разделить на

самую высокую входящую в них степень х, а затем перейти к пределу.

Пример 8. Найти предел рациональной функции

R (χ) _
αο + α\Χ + α2Χ2 + ·· - + αηχ"
b^ + b\X + b^x2 + ... + bmxm

где a„ * 0,bm* 0, при x, стремящемся к бесконечности.

Решение. Преобразуем выражение для данной функции, вынося за

скобки множитель хп в числителе и множитель хт в знаменателе:
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/?(*)=

где

Так как

то

х" \ — + —4 +... + а„ 1
- —Hr—iЬ ы \= x"~mQ {х)' (А)

[i+_*L+JL. + ... + iu)lx" xml xm"2

(?+£r+^~4.)Q(x)=Hr h—h: v

(A+rrr+I"-i+-+'’-)

lim — = 0 (A = 1,2,3,...),
*-*- x

(B)

limeW = /.bm (C)

Поскольку предел произведения равен произведению пределов
(формула (1.43)), то

lim R (х) = lim х"
т

■ lim Q (х). (D)

Предел первого множителя в правой части равенства (D) зависит

от соотношения между пит,а именно:

Пт х”_т = оо> если п> т ;

lim х"~т = 1, если п- т \

Пт х"
"
= 0, если η < т

Из формулы (D) с учетом формул (С) и (Е) получаем

«>, если п> т;

lim R (х) = если п- т;

О, если η < т.

(Е)
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Замечание. Полученный результат можно сформулировать
следующимобразом. Предел частного двух многочленов при X —» °°

равен

отношениюкоэффициентов при старших членах, если степени числителя и

знаменателяравны; предел этот равен 0 или если степень числителя соответствен¬

но меньше или больше степени знаменателя

Например,

1) lim
6xs - 7х4 + Зх] - 4л:2 + 8х - 9

Зх5+5х4-6х3 + 7х2-11х-2

2) lim

3) lim

2х4-5х3 + 6х2-7х + 12

9х5 - 8х3 +12х2 - 5х -14

4х3 - 6х2 +1 lx -18

5х2 -9х + 24

X2 -9

= 0;

Пример 9. Найти lim .

■»-*з л/х +1 - 2

Решение. При х = 3 числитель и знаменатель дроби обращаются в

нуль. Знаменатель содержит иррациональное выражение л/х + 1. Изба¬

вимся от иррациональности в знаменателе, умножая числитель и

знаменательна (Vx +1 + 2). Получаем

.. х2-9 (х-3) (х + 3) (л/х + 1 +2)
lim I

~
— lim ... —

-

. —

jr —»зVjc +1 — 2 jt—*з (л/х + 1-2)(л/х + 1+2)

,. (х - 3) (х + 3) (л/х+7 + 2) (х - 3) (х + 3) (л/х+7 + 2)
lim ,

- -

г = lim
j->3 (л/х + 1 )--22 х-»з (х + 1)-4

= lim (х + 3)(л/х+Т + 2) = (3 + 3)(л/З-Н + 2) = 24.

Замечание. Чтобы раскрыть неопределенность вида
-

, в которой

числитель или знаменатель содержат иррациональность, следует

соответствующимобразом избавиться от иррациональности.
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Пример 10. Найти lim — у.
l + cos X

Решение. Разлагая числитель и знаменатель на множители,

сокращаяна множитель l + cosx^O, получим

sin2j 1-cos2jc (I + cosjcUI-cosx)
lim у

= lim т- = lim ——

l + cos д: jt—l + cos x *->«(! +cos*) (l-cos*+ cos‘jt)

= =

jt—1 — cos* + cos" x 1 — (— I)-t- (— I)*- 3

Пример 11. Найти lim
П—

l + 3+5 + ...+(2w-l)
1 + 2 + 3+ ... + n

Решение. Числитель и знаменатель дроби являются суммой п

членовсоответствующих арифметических прогрессий. Находя эти суммы
по известной формуле, получим

lim
Л—

1 + 3 + 5+... + (2η
— 1)

1 + 2 + 3+ ...+ п
iim
л —

1 + (2и-1)
п

2
1 + п

п

2

.. 1 + (2л-1) 2п _
п ... 1

_

= lim = Iim = 2 lim = 2 lim г- = 2.

"-*"1 + -
η

I + П η—toe fj+ 1 Π —too /7+1

Пример 12. Найти lim
. I2 +22 +32 + ... + «2

п

Решение. Используя формулу для суммы квадратов натурального

ряда чисел

^ + 21+), + ... + п‘ = "(п+>)(2"+Х),

получаем

lim
П —> ее

Γ + 2ζ + 3
z
+ ...+n2 л(и + 1)(2и + 1)

urn
з

п—toe 6П
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= — lim
5 н-»«

( 1 ) f 1
2 + —1 + — lim

ч η) -1 η)

Пример 13. Найти lim ,

0 Vl + JC — l

Решение. Введем новую переменную z по формуле

\ + x = zb (А)

(показатель выбран так, чтобы можно было извлечь корень и второй и

третьей степени).
Из равенства (А) вытекает, что 1, когда х —» 0. Подставляя

выражение старой переменной через новую, разлагая числитель и

знаменательна множители, получаем

tyl + i-l ,. λ/ζ*-1 ,.
z2-l

lim ,
— = lim -7=— = lim —— =

jt—*0 -У1 jc — 1 1 -41 zJ-l

vi + jc -1

= lim
(z-l)(z + l)

2-»i (z-1) (z +z +1)
= lim

z—»1

z + 1

z2 + z + l

2

3'

Пример 14. Найти lim
\2n + 5

ч27л3+6л2 + 8

Решение. При η —» ~ числитель и знаменатель также стремятся к

бесконечности, получаем неопределенность вида —. Чтобы найти
оо

предел, разделим числитель и знаменатель на л и подведем п под знак

корня:

lim
П—

12/1 + 5

ty27/j3 + 6п2 +8
lim

12 + -
п

П—I 5 8
3/27 + -+Л
V n nJ

12 12

3V27
4.

(Здесь принято во внимание, что lim — = 0,
П

6 8
lim — = 0, lim = 0.)
η-»·· η л—>·>» П
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Задачи
Найти пределы:

1. lim (2х2 -7х + 6).
«-»з

2. lim (Зх4-5х3+6х2-4х + 7).
ж-И

3. lim
4х2 - 5х + 2

4. lim
х2 - 5х + 4

ж->2 Зх -6х + 4

5. lim
х2 -7х + 12

ж->5 х~ -6х + 5

6. lim
Ι-» 3

2гз/г2 -8 + lg (Зг + л/ί2 -8)—

Ηπι
2 ч

*

ж->4 X -7х + 6

\]t2 +л/г3-2г2 + 7

/3 — 2/2 + / — 11

7. lim
х2 -8х + 12

*-�« X' - lx+ 6

х3 - Зх + 2
9. lim

ж->1х -4х + 3

8. lim
Зх -7х + 2

11. lim

ж-»2 4х2 -5х-6

10х3-6х2+7х + 5
10. lim 5——

ж-»- 8 -4х + Зх2 -2х3

2х4 - 5xJ + 7х2 + 8х - 9

*’-25
13. lim ---

'-5 2-л/х-1

*-*- Зх5 - 6х3 + 4х2 - 2х + 11

г
у7 + 8х6 + 5х4 - Зх2 - 12

'

10х6+7х5-6х3 -4х+ 17

fc-\
14. Ит-гт=—.

ж—»1 VX — 1

л/4и2 - 3
15. lim

17. lim
/1 —>оа

η—2/1+ 1

1 + 2 + 3+ + /1

16. lim
6х-5

х->“ 1 + л/х2 +3

«2-1
18. lim

sin 2x-cos2x-l

cosx-sinx

Iim
v'l

sin 2x
20. lim

ж —> я

Ответы

2x2
ιΛ

J-Ί» M
1

4 15 1
°°. 6. 4. 7. — 8. — . 9. —

5 44 2

- + 3J

3 12
1

13. — 40. 14. —. Указание. Положить x = г . 15. 1. 16. 6. 17. —

4 2

18. ->/2.19. --.20.-1.
2
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§ 1.5. Число β , lim S—α = 1
о —*o α

1. Числом е называется предел

1»(|+1)
х-Ч х,

-- е (157)

или

Пт (1 + α)α = е. (1.58)
а—>0

Число е бывает полезным при раскрытии неопределенностей вида

Г.

Если основание логарифмов равно числу е, то логарифмы
называются натуральными:

lnx = logt. х.

2. Если угол а выражен в радианах, то

а-»о а

3. При нахождении пределов вида

Пт [ф(х)Г(,) = С

нужно иметь в виду следующее:

1) если существуют конечные пределы

Пт<р(х) = Л и Ит ψ (дг) = Д,

(1.59)

(1.60)

(1.61)

то

2) если

С = АВ;

Пт φ (х) = А * 1 и Пт ψ (х) — оо,
х —► а х —> а

то предел находится с помощью формул (1.55) и (1.56);
3) если

Ητηφ(χ)=1, Ηιηψ(χ) = οο,
х х-*а

(162)
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то полагают φ (дг) = 1 + α (х), где а(дг)-»0 при х -> а и,

следовательно,

Г I

С = 1ΐπΤ)[ΐ + α (jc)l“(r)
χ—*α

^
·

а (дг) V (г)
lim а (г) цг (.*)

= е

Пример 1 . Найти

Решение. При

lim [φ(Λ)-1]ψ(χ)
= βχ—

lim
JC—>=”

(

V. Xj

x —» oo выражение

(1.63)

1 + — I —»1, получаем

неопределенность 1“.

Введем новую переменную а по формуле

к
- = а,
х

откуда х = —. Если х —» то а —> 0, поэтому
а

г ь\х
lim I 1 +

ч х к 1
'

= lim (1 + α)α = lim (1 + α)“
у α->0 α—>0

Пользуясь свойством (1.45), на основании формулы (1.58) находим

1
‘ к

1
"*

lim
α-»0

(1 + α)α — lim (1 + α)α
α-*0

= е

Следовательно,

lim fl + —
*—»- v х

= ек. (1.64)

В частности, если к- 3, то

л·1

lim ( 1 + —

X)

= Л
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при к - -2 получаем

' '>--Т
V

Нш
С—>»

In (1 + х)

= е

-2

Пример 2. Найти lim
Х->0 X

Решение. Так как

In (1 jc) 1 .

„

=
— In (l + x) = In (Ι + χ)*,

X X

то на основании формулы (1.58) находим

1п(1 + х)
lim
Jt—*о χ

lim

1
'

In (l + x)x = In

ч 1
'

lim (1 +x)x
x—>0 x—>0

= In е = 1.

Таким образом,

|jmJnO+i) = l
J-»0 X

(1.65)

а1 -1
Пример 3 . Найти lim .

X—>0 X

Решение. Введем новую переменную z по формуле

а1 -1 = z,

откуда

а1 = 1 + z.

Логарифмируя это равенство по основанию е, получим формулу

х lna = In (1 + z),

из которой

In (1 + z)
X -

In а

Очевидно при х —> 0 и z —» 0, поэтому

.. а1-1 ζ Ιηα
lim = lim-:—^ = lim-
ж-Λ χ ι-*0 Ιη(1 + ζ) χ-Λΐη(1 + Ζ)

In a z
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Принимая во внимание свойства (1.44) и (1.46) и формулу (1.65),

получаем

lim
г-*0

In а

In (1 + z)

7

lim
In (1 + z)

:-»0 z

In а.

Итак,

I
°"-1

Ilim - = In о.
X—fO X

(1.66)

Пример 4. Найти lim | -

Решение. Разделив числитель и знаменатель дроби на х и

используя формулу (1.64) при к-л-2 и к = -3, получим

( х+ 2 У
iim —
х-»- \ X

- 3.
= lim

X —> оо

Г 9 Л

1 + -

X

1 +
-3

х

=
“з

= *

е

_
_ ,,

„
.. sin от

Пример 5. Наити lim
I—>0 х

Решение. Положим ах = а, откуда х = —. Если х —» 0, то и

а

а —» 0, поэтому

.. sinar sin а .. sin а sin а
lim = lim = lim a

- — = a lim = a
■ 1 = a.

% —>0 x п->о а а-»о а а-»о а

а

Следовательно,

lim
х-»0

sm ах

X

= а. (1.67)

В частности, при а- 2

.. sin 2т
lim
Х->0 X

= 2,

при а = -

имеем
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. X
sm —

lim
x-»0 X

J _

tex
Пример 6. Найти lim

x-»0 X

sm x
Решение. Принимая во внимание, что tgx = - и

cosx

lim cosx = cos 0 = 1, на основании свойств пределов (1.43) и (1.46) и
j —> о

формулы (1.59) получаем

.. tgx fsinx
lim = lim

x->OVCOSX xχ —*0 X

,. f 1 sin xN
= lim I
x-*0^COSX x

1 .. sinx
,

= lim lim = 1 1 = 1.
x-*OCOSX x-»0 x

Итак,

Ιϋη^ί = 1
x —> 0 X

(1,68)

• 2 *
sm —

Пример 7. Найти lim —=-2-.
Х-+0 χ1

Решение. Принимая во внимание формулу (1.67), на основании

свойств пределов получаем

sin

lim-

f . x )
2

. X
sm — sin —

= lim 3
— lim —

/->0 X

\ /

'—
‘

1

HоTи

1

9

_
sin αχ

Пример 8 . Наити lim .

χ-*ο sin bx

Решение. Разделив числитель и знаменатель на х, на основании

формулы (1.67) получаем

sin ах
lim = urn

smax sm αχ
lim

x χ -»o x
_

a

i-»o sin bx x->o sin dx
j.

sinfex h

χ χ -*o r

53



Следовательно,

sin αχ α
am =

x->osinox b

sinx
Пример 9. Найти lim

,

*-->o л/х + 9 -3

Решение. При х = 0 числитель и знаменатель обращаются в нуль.
Знаменатель содержит иррациональность. Освободимся от

иррациональности и воспользуемся формулой (1.59)

sinx
..

sinx (Л+ 9+3)
lim - = lim-

+ 9-3 *-°(Vx + 9-3) (Vx + 9+3)

sinx (л/х + 9+ 3) sinx
, /—- _x , ,

= lim lim (Vx +9 + 3) = 1(3+3) = 6.
x-»0 X

( sin3x

= lim
t->o (x + 9)-9 j—»0 x j —>0

ч x + 2

Пример 10. Найти lim
x->01 x /

Решение. Это предел вида (1.60), где φ (х) =
sin Зх

ψ (х) = х + 2

Из (1.67)

.. sin3x . ..

_х
_

lim = 3, lim (х + 2) = 2.
х-»0 X х-»0

В соответствии с формулой (1.62) получаем

(sin3xY+2 2
lim I =3=9.
χ-»ο [ χ )

f 2χ Ρ'
Пример 11. Найти lim

Решение. Это также

, . 2х-1 . . 2
ф(*) = -

т, Ψ (*) = * -

Зх + 4

Так как

предел вида (1.60), где

..
2х-1 ..

пт = urn

х->—Зх + 4 х->«

2--
2*- =
—, lim х2 = “,

з-4 3 ...
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то ь соответствии с формулой (1.55)

. (2х-\
lim
*-*- \3x + 4,

= 0.

Пример 1 2. Найти Нш (I + sinx)*.
I —>0

Решение. На основании формулы (1.63) получаем

lim (l + sinx)x = lim
i—»0 ι->0

sin X

1

(l + sinx)s,ni

X

>

lim
_ al -* и X

: Пример 13. Найти lim (cosx)х.
х->0

Решение. Прибавляя и вычитая 1 из cosx и

соответствующую формулу, получаем

lim (cosx)x - lim [l-(l-cosx)]' = lim
x-»0 j->0 x-»0

l-2sin2 —
2

2 sin2 —

= lim
i—*0

l-2sin2±) 2-гт

lim
r—* 0

2sin2 —

= e

Поскольку

lim
x—>0

2 sin2 sin

- lim
x-»0

2
_

X

2

sin

= - lim
л -*o i

.. . X
• lim sin -

x —*o 2
= -10 = 0,

TO

применяя

U

J
=
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I

lim (cos*)* = e° = I.
jr —»0

Пример 14. Найти lim (l + tg2x)2c,g x.
jt —»о

Решение. Так как ctgx =
, то

tgx

lim (l + tg2x)2c,g
x
= lim (l + tg2x)'e x

=

x->0 x—»o

1 1

lim
jt —> 0

1

'н
П

00+

1

— lim (l + tg: x)'B
ir

I —> 0

= e .

Задачи
Найти пределы:

ί 2 V
1. lim 1 + —

n-»“V n)
In (1 + 4дг)3. lim

x—>0

5. lim
jc + 1

7. lim —
X—>“ x

κχ-3)
. X

sin
—

5

•T.

9. lim
X->0 X

■ 3x
sm —

11. lim ^

x—*0 x3

sin (jc — 1)
x—>1 x3 -1

( . χλ
sm —

15. lim 2

x—>0 X

x+3

2. lim (l-3x)r.
x—>0

4. lim x [In (jc + 1)-Inx],

6. lim I x + n

•\x + m

V

8. lim x sin —.
x-»0 X

sin ax
10. lim .

x->0 13,bx

12. lim
smx

*—*o ~Jx + 4 —2

l-cosx-tg2x
14. lim

x—>0

16. lim

xsinx

( 2x + 1Y

4x - 3 J
'
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1 7. lim (cosx)* .

x ->0

18. lim (sinx)‘B *.
π

t —»—

2

Ответы

1- e~ ■ 2. e \ 3.4 Указание Положить 4x = а и воспользоваться

формулой (1.65). 4. I. У каэание. Положить — = а. Воспользоваться

х

формулой (1 65). 5. е4. 6. еп т. 7. —. 8. 1. У к аз а н и е . Положить
^
= а.

5 х

9.1. Указание Положить arctgx = a. 10.—. 11.—. 12.4 13.-.Б
Ь 8 3

11-1 -I
14. -

. 15. 16. 0. 17. г 2. См пример 13 18. е 2.
2 8

\У каэание. Положить cos2х = а.

§ 1.6. Разные примеры на нахождение пределов

При нахождении пределов могут встретиться неопределенности

вида (оо-оо) и О ». Эти случаи путем преобразования функции

приводятся к одному из двух рассмотренных случаев, т. е. к

О СЮ

неопределенности вида — или —. Покажем на примерах, как
О оо

находятся такие пределы.

Пример 1. Найти lim (д/х2 + 6х + 5 -х).
X—Ъ+ат

Решение. При х—» + «> данная функция представляет разность

двух бесконечно больших величин, принимающих положительные

значения (случай «»-<»). Умножив и разделив данную функцию на

(%/х2+6х + 5+х), получим

lim (л/х2 +6х + 5 -х) = lim
Х->+~ X + с

(л/х2 + 6х + 5 -х)(л/х2 + 6х + 5+х)

л/х2 + 6х + 5 + х

= lim
(х2 + 6х + 5)-х2
л/х2 + 6х + 5 + х

6х + 5

+ 6х + 5 + х
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= lim
*-*+«

б+-5
χ

Пример 2. Найти lim

■ �‘�Λ + Ι
X X‘

U-3 х2 - 9)

1 + 1
= 3.

Решение. Здесь также имеем неопределенность вида (<»-оо) при

х —» 3. Производим вычитание дробей и сокращение на множитель

х - 3 * 0; переходя к пределу, находим

г= lim =

*->3χ· -9

1 6 ') x+3-6"
lim г = lim
x->3 (x-3 x -9) *->3 l x2 -9 j

= lim-
I

Пример 3. Найти lim
л-·» 0

χ + 3

1

]_
9

1

^sin'x sin- 2jc

Решение. В данном случае также имеем неопределенность вида

(м-оо). Применяя соответствующую тригонометрическую формулу,

производя вычитание дробей и переходя к пределу, получаем

1 1
lim , -

,

4sin': л: sin 2х

А /'

= lim
ι-»0

1

, 4sin χ 4sin2xcos2 xj

- lim
cos x -1

о 4sin2 xcos2 x

= lim
-sin X

o4sin2xcos2x

= — lim —^—
4*->0cos“jc

\

4

χ

Пример 4. Найти limxctg—.
ж-»о 3

Решение. При χ —» 0 получаем неопределенность вида 0 ·

Записывая в другом виде данную функцию и применяя формулу (1.59),
находим

х
cos—

X 1 XX

limxctg— = limx — = lim cos— =

i->0 3 JT—»0
. X r-»0

. X 3
sin— sin —

3 3
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л

ι
= lim

,
cos lim - = -1 = 3.

x—>0 1 X x-)0 3 1
-sin— -

3 3 3

Пример 5. Найти lim (2-x)tg—x.
jc->2 4

Решение. При x —> 2 имеем неопределенность вида 0 «>. Полагая

х = 2 - а и переходя к пределу, находим

lim(2-x)tg—х = lim a tg ^-(2- a) = limatg
x-*2 4 a—»0 4 a—K>

(v. π
^

a

v2 4
,

π

cos—a

= lim actg—a = lim a
a-»0 4 a->0

= lim —

a-»0
sin —a sin —a

4 4

π
cos—a =

π 4

= lim
a—>0

Пример 6. Найти lim x

X-» + '

π
— a

4 lim cos —

. π a—>0 4
sm —a

4

( π')

l., = i
π π

arctgx-

Решение. Положим arctgx = a, тогда x = tga, если x—»+«>, то

π
a . .

2
'

Следовательно,

lim х farctgx-—1 = lim tgaia-—) =

—- l 6
2) I 2J

2

sm
= - lim

α_,ΐ cosa v 2
2

—a
о

lim sin a —
я

. f π
sin ι —a

V 2

= - lim sin a· lim
к

π
— a

2
к

. (к λ

.sin^-aj
= -1 1 = -1.
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Задачи

Найти пределы:

1. lim (Vx23+5х + 4 - Vx2+x). 2. lim
> —> + ао

jc —»
- 4

_ ( COSX 2
3. lim | —j ctg х 4. lim (

jc —> о V s in x J x —*0

5. lim x ctg—x. 6. lim
x-»o 2 π

X *

2

e~x -1
7. lim 8. lim

χ->ο 3x m —> «о

.. л/х + 9 -3
9. lim . 10. lim

x —> о sin6x П —» oc

11. lim (cos2x)ctei2x. 12. lim
n0 x —>0

Ответы

1. 2. 2. —. 3. —. 4. 0 5. —. 6. -1. Указание
8 2 π

ί· 8
'

‘"""2 -

х~Ь*х

5-2"
и+1

■

5 + 2

1 + х2 — cost

sin' х

π

2

7. 8.4.9. —. 10. 11. -L. 12. -.

3 36 2 4e 2

§ 1.7. Сравнение бесконечно малых величин

I Две бесконечно малые величины а и β называются

бесконечно малыми одного порядка, если предел их отношения

отличен от нуля, т. е.

а
lim — = а (а Ф 0). (1.69)

2. Величина а называется бесконечно малой высшего порядка по

сравнению с β, если предел отношения а к β равен нулю, т. е.

(1.70)

3. Величина а называется бесконечно малой низшего порядка по

сравнению с β, если отношение а к β является бесконечно большой

величиной, т. е.
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(1 71)lim — = «>.

β

4. Бесконечно малые величины а и β называются

эквивалентными, если предел их отношения равен единице, т. е.

Iim^ = l. (1.72)

Обозначение эквивалентных бесконечно малых величин а и β:

а ~ β· (173)

Эквивалентные бесконечно малые величины обладают

следующими свойствами:

1) разность двух эквивалентных бесконечно малых есть

бесконечно малая высшего порядка по сравнению с каждой из них;

2) при нахождении предела отношения двух бесконечно малых

можно каждую из них (или только одну) заменить другой бесконечно

малой, ей эквивалентной, т. е. если а ~

а, и β ~ β., то

lim — = lim а'
= lim — = lim

а'
. (1.74)

β β β. β,

Замечание 1. Произведение двух бесконечно малых есть бесконечно

малая высшего порядка по сравнению с каждой из них.

Замечание 2. Чтобы сравнить между собой бесконечно малые

величины, находят предел их отношения. Если это отношение предела не

имеет, то величины несравнимы.

Пример 1 . Если х —> 0, то какие из бесконечно малых величин

Зх, х2, л/х, х3, ~ х являются величинами одного порядка с х,

величинами высшего порядка и величинами низшего порядка по

сравнению с х?

Решение. Рассмотрим пределы отношений данных величин к х.

Так как

I

Зх .. 1Х I
lim — = 3, lim ,

*-»о x χ->ο χ 2

то величины Зх и ^х являются бесконечно малыми одного порядка с

величиной х (см. формулу (1.69)).
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Поскольку

Iim — = lim x = 0, lim *- = lim x2 - 0,
r—>0 X x —>0 J-»0 X x—>0

то величины x2 и x3 являются бесконечно малыми высшего порядка

по сравнению с величиной х (см. формулу (1.70))·
Так как

.. Vi ..
1

lim = lim —= °°,
л-»0 X дг-»0 л!х

то величина ых является бесконечно малой низшего порядка по

сравнению с величиной х (см. формулу (1.71)).
Пример 2. Дана бесконечно малая величина х. Сравнить ее с

бесконечно малыми 1п(1 + х) и xsin — .

х

Решение. Так как по формуле (1.65)

lim = 1.
дг—>0 х

то 1п(1 + х) и х - эквивалентные бесконечно малые величины (см.

формулу (1.72)).

Величина xsin— является бесконечно малой величиной как

х

произведение бесконечно малой х на ограниченную величину

. 1
xsin —

sin— (I sin г I < 1). Так как отношение

X X

х
· 1

= sin —= sin
—

предела не имеет,
х

то величины х и xsin— несравнимы,
х

Пример 3 . Доказать, что при х —* 0 бесконечно малые sincx и сх

являются эквивалентными.

Решение. Так как

since
lim

jr —> 0 СХ

sincx
lim

с* —»0 СХ

= 1,

то из определения (см. формулу (1.72)) вытекает эквивалентность

данных величин.

Пример 4. Доказать, что при х —> 0 бесконечно малые arctgcr и

сх являются эквивалентными.
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Решение. Положим

arctgcc = z,

тогда

tgz = or

и z —» О при х —» 0.

Следовательно,

arctgor
lim -—

х -*о or

lim — = 1,
2-»0 tgz

что и требовалось доказать.

π
_

,. χ ,.
χ sin 6χ

Пример 5. Найти lim χ-.

t-*o (arctg 2χ)

«Решение. Принимая во внимание, что

sin or ~ сх и arctg or ~ or

(см. примеры 3 и 4), получаем

.. хsin ос

lim г

х->о (arctg 2х)

.. X 6х
lim
*->о2х 2х

Пример 6. Найти lim
χ—>3

In (χ2 -5х + 7)
х^З

0
Решение. При х 3 получаем неопределенность вида —, так как

х2-5х + 7—>1 и 1η (х2 -5х + 7) —» 0. Выражение х2-5х + 7 можно

представить так:

х2 - 5х + 7 = 1 + (х2 - 5х + 6) = 1 + z,

где (х2 - 5х + 6) = г —► 0 при х —> 3.

Так как при z -» 0 In(l + z)~z (см. пример 2), то

In (х2 - 5х + 7) ~ х2 - 5х + 6.

Применяя формулу (1.74), получим

.. 1п(х2-5х + 7) х2-5х + 6 (х-2)(х-3)
lim — = lim = lim —

'

χ -* 3 X
- 3 х->3 X-3 x-»3 x-3
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= lim (x-2) = 1.
x —>3

. (l + *)a-l
Пример 7. Найти lim .

x—*0 X

Решение. При x -> 0 величина (1 + χ)α-1 является бесконечно

малой. Положим

(1 + х)а —I - Σ.

Поскольку
z ~ In (1 + z),

то

(1+х)в -1 ~ In [1+(1 + х)°-1] = In (1 + х)° =аIn (1 + х).

Следовательно,

(1 +^-1 о In (1 + х)
lim = lim = а.

X—»0 X х-»0 X

Задачи

1. Сравнить бесконечно малые величины ах, сх3, by х с

бесконечно малой х.

2. Доказать эквивалентность бесконечно малых величин:

1) tgcx и сх;

3) ^tg3x их;

3. Найти пределы:

1)
*-»о tgbx

2) arcsincx и сх;

4) х + 2х‘ их.

2) Um
*->оsin' bx

XI1 + х — 1
3) lim —;

X —>0 х

5) l,m
ln C + ar).

x—>0 X

4) lim
x-»0

VT+x
-1

In (3x2 + 5x - 21)
6) lim x -.

*-»2 x~-6x + 8

Ответы

1. αχ и x -бесконечно малые одного порядка; сх3 - бесконечно малая

высшего порядка по сравнению с х; bXlx —бесконечно малая низшего

порядка по сравнению сх. 2. Указание. Воспользоваться формулой (1,72).
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§ 1.8. Непрерывность функции

Функция у = /(х) называется непрерывной в точке х(, если в

этой точке бесконечно малому приращению аргумента Ах

соответствует бесконечно малое приращение функции Ау, т. е.

Функция у = fix) называется непрерывной в точке Х|,если при

х —* х\, предел функции существует и равен ее значению в точке х,,

т. е.

Эти два определения непрерывности функции в точке равносильны

друг другу.

Функция называется непрерывной в интервале, если она

непрерывна во всех точках этого интервала.

Свойства непрерывных функций
1. Сумма нескольких непрерывных функций есть функция

непрерывная.
2. Произведение нескольких непрерывных функций есть функция

непрерывная.
3. Частное двух непрерывных функций есть функция непрерывная

во всех точках, в которых делитель отличен от нуля.

4. Если y = f(z) и ζ - φ (х)
-

непрерывные функции своих

аргументов, то сложная функция у = / [φ (лг)] также непрерывна.

5. Если функция у = /(х) непрерывна и существует обратная

функция х = φ (у), то последняя также непрерывна.

Функция у = /(х) называется разрывной в точке Х|, если она

определена в сколь угодно близких точках, но в точке х, не

удовлетворяет условию непрерывности.
Если для функции у- f{x) существуют конечные пределы

Δι—»0 Д.г—►О

lim Ay = lim [/(х, + Δχ)- /(х, )] = 0. (175)

lim /(х) = /(х,). (176)

lim fix) и lim fix),
»,-0
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причем не все три числа /(х,), Нш /(х), lim /(х) равны между
х —>л, -0 х —>ЛГ| +0

собой, то Х\ называется точкой разрыва 1-го рода. В частности, если

lim /(х) = lim /(х), (1.77)
*->Χ|-0 ι—»χ,+0

το χ, называется устранимой точкой разрыва.

Точки разрыва функции, не являющиеся точками разрыва 1-го

рода, называются точками разрыва 2-го рода. В таких точках хотя бы

один из односторонних пределов является бесконечным или не

существует.

Пример 1. Доказать, что функция у ~ х3 является непрерывной в

промежутке

Решение. Функция у = х3 определена при всех х, т. е. в

бесконечном интервале (— 00( оо).

Покажем, что бесконечно малому приращению аргумента

соответствует бесконечно малое приращение функции. Фиксируем
произвольную точку х, аргументу х дадим приращение Δχ,

приращенное значение функции определится формулой

у + Ау = (χ + Δχ)3 = х3 + 3χ2Δχ + 3χΔχ2 + Δχ3.

Приращение функции равно

Ау = х3 + 3χ2Δχ + 3χΔχ2 +Δχ3 —у = 3χ2Δχ + 3χΔχ2 +Δχ3.

Итак,

Ay = Ах (Зх2 + 3χΔχ + Δχ2).

Переходя к пределу, получаем

lim Ay = lim Δχ lim (Зх2 + 3χΔχ + Δχ2) = 0 Зх2 =0.
Δ*—»0 Ajr-»0 Αχ—>0

Таким образом, условие (1.75) выполнено при любом х из

°°), откуда и следует, что функция непрерывна при всех х.

Пример 2 . Доказать, что функция у = х" (п - целое,

положительное) непрерывна в промежутке (-«>, ~).
Решение. Функция определена при всех х, т. е. в интервале

(-оо, оо). Приращенное значение функции при фиксированном х равно
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откуда

у + Ay = (х + Ах)" = х" + их"''Ах + ^ ~"~г А -2

12
х Ах +

+... + Ах",

Ау = (х + Ах)" -

у = лх"~'Ах + —^х" 2Ах2 + ... + Ах" =

1-2

= Ах[ях"~'+-^—— х"-2Ах + ... + Ах"
'

V 1-2

и

‘ lim Ay = lim Ах lim [ их"-1 +———— х"'2Ах + ... + Ах"
' 1 = 0.

Ах—>0 Дх-уО Лх—»0 I |. 2 )

Пример 3. Доказать, что функция у = cosx непрерывна при всех х.

Решение. Эта функция также определена при любом х из

промежутка (-»,<»). Фиксируя х и давая ему приращение Ах,

получим приращение функции

Ay = cos(x + Ax)-cosx = - 2sin
. Ах
sm .

2

Так как |sina|<a и |sina|^l, то

Следовательно,

|Ау|<|Ах|,

поэтому

lim Ay = 0.
Дг—»0

Пример 4. Доказать, что функция у = cosx2 непрерывна при

любом х.
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Решение. Функция у = cosx2 является сложной или функцией от

функции, а именно

У = COS Σ, Z = X1.

Каждая из этих функций непрерывна (пример 3, пример 2 при η=ι).

В силу свойства 4 функция у = cosx2 будет также непрерывной.

Пример 5. Показать, что для функции /(х) =
х -2

Гх - 21
точка х = 2

является точкой разрыва 1-го рода.
Решение. В точке х = 2 функция не определена.

По определению абсолютной величины (§ 1.1) имеем

/(*) =
х-2

-(х-2)
= -1, когда (х - 2) < 0 или х < 2;

/(*) =
х-2

х-2
= 1, когда (х -2) > 0 или х > 2.

Так как

lim /(х) = -1, lim /(х) = 1,
*-»з-о *-»2+о

то точка х = 2 (рис. 1.25) является точкой разрыва 1-го рода.

У1

1

L

0 1 2 X

-1

Рис. 1.25

между собой

Замечание. Данную функцию
нельзя доопределить так, чтобы она

оказалась непрерывной в точке X = 2.

Пример 6. Показать, что точка

х = 0 является устранимой точкой

разрыва для функции /(х) = —.
х

Решение. Функция
sinx

/(х) = не определена при

х = 0, но определена при всех

х * 0. Односторонние пределы

функции в точке х = 0 равны

.. sinx
lim lim

sinx

x-*-o x jr—>-t-0 x

В силу условия (1.77) заключаем,

устранимой точкой разрыва (рис. 1.26).
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точке х = 3.

Решение. Функция определена во всех точках, кроме точки х = 3.

Прих<3 получаем /(х)>0, при х > 3 f(x)> 0.

Имеем

lim /(х) = +°°;
I —»3—0

lim /(х) — + ев.
J—»3+0

Точка х = 3 является точкой разрыва (рис. 1.27).

4)

Задачи

1. Доказать, что функция

f(x) = о0 +aix + a2x2 + ... +апхп

непрерывна при всех х.

2. Доказать, что функция
jh = sin jc непрерывна при всех х.

3. Доказать непрерывность
функций:

1) у - 2cos3x;

2) у - 3sin4x;

3) у = sinx2;

4. Показать, что функция имеет разрыв в точке х
- 3.

/(*) =
sin (х-3)

I х - з I
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S. Найти точку разрыва функции

/(*) =

8

х + 4

6. Показать, что функция имеет устранимый разрыв в точке х = 3.

У =

х2 -9

7. Определить точки разрыва функции

г2
/(*)='

(х-1)(х + 2)

Ответы
1. Указание. Воспользоваться свойствами непрерывных

функций и тем, что функция у - хп непрерывна. 5. х = -4.

7. х = 1, х = -2.
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Раздел II.

Дифференциальное исчисление

функций одной переменной

Гпава 2.

Производная и дифференциал

Производной функции у — /(х) в точке х называется предел

отношенияприращения функции к приращению аргумента, когда

приращениеаргумента стремится к нулю:

/'(*)= Пт
/<*-*»>-/<*>

Дг-*0 Дх
(2.1)

ИЛИ

у—-VX+н

О

II (2.П

Если х меняется, то предел (2.1) будет также меняться (для
некоторыхх он может и не существовать), следовательно, производная

даннойфункции есть некоторая функция.
Функция, имеющая конечную производную, называется

дифференцируемой.Операция нахождения производной называется

дифференцированием.
Геометрическое значение производной. Производная функции

у = /(х) для каждого значения х равна угловому коэффициенту
касательнойк графику данной функции в соответствующей точке, т. е.

/'(*о) = tga,

где а -

угол, образуемый касательной к графику с положительным

направлениемоси Ох прямоугольной декартовой системы координат;
этот угол является функцией аргумента х.

Механическое значение производной. Для функции s = /(/),

меняющейсясо временем г. производная s' есть скорость изменения

функции в данный момент /0, т. е.

f Uо)= v (*о)>

где v(r0) -

скорость изменения s в момент t = tQ.

Быстрота протекания физических, химических и других процессов

выражается с помощью производной.
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Если и, v, w- дифференцируемые функции от х, а с - постоянная

величина, то имеют место следующие основные

рования:

правила дифференци-

с' = 0 (с = const); (2.2)

(и- v + w)" = и' - ν' + w'; (2.3)

(mv)' = m'v + uv'; (2.4)

(cv)' = cv' (c = const); (2.4')

W'-*;
V c

(2.4")

t

/ \ t /

WV-MV

IvJ = ' (2.5)

§ 2.1. Производные степенных и тригонометрических

функций

Основные формулы:

(*“)' = αχα-1; (2.6)

(26')

н~Р
Ч

II I (2.6")

(2.6'")

(sinx)' = cosx; (2.7)

(cosx)' = — sinx; (2-8)

(tgx)' = -V-; (2.9)
cos х
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(2 10)(ctgx)' = .

sin' X

Замечание Формулы (2 6'), (2.6") и (2. 6W) получаются из

φαρί
мулы (2.6) соответственно при (Х|

= а2 = -1, а, = 1.

1 2
Пример 1. Найти производную функции у =

- х3 - — х3 + х

5 3

Решение. На основании формул (2.3), (2.4'), (2.6) и (2.6'")
получаем:

(\9

У = -х5 -

И ) ч |.t'j +(Л)' = 1и5)'-|(Хз)'+и)' =

= j-5x4 -~3x2 + l = x4 -2χ2 + l = (x2 - I)2.

Пример 2 . Найти производную функции f(x) = 2-Jx - Зу/х2.
Решение. Как и в предыдущем примере, имеем

f / /

' 1 2
' '

1
4

( г\

/'00 = 2х2 -Зх3 = 2 X2 -3 X3

1 / Ч / Ч }

= 2·
1
— х

2
2 -2х 3 = —

Гх

2

Гх

Пример 3. Найти производную функции у = х cost.

Решение. Пользуясь формулами (2.4), (2.6"') и (2 8), находим

у'= (х cosx)' = х' cosx + х (cosx)' = 1 · cosx + х (- sin х) =

= cosx — xsinx.

Пример 4. Дана функция /(х) = х2 -Зх + 2. Вычислить /'(-I),

/'(0), /'(1), /'(2).
Решение. Находим вначале производную данной функции

/'(*) = 2х-3.
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Подставляя значения аргумента х в выражение для производной,
получаем:

/'(-1) = 2 (-1)-3 = -5; /'(0) = 2 0-3 = -3;

/'(1) = 21 -3 = -1; /'(2) = 2-2-3= 1.

ж1 -2
Пример 5. Найти производную функции /(*) = —

X- +2

Решение. По формуле(2.5) находим

(х2 -2)'(х2 + 2)-(х2 -2)(х2 +2)'
/'(*) =

V-2
х1+2 (х-+2У

2х (х2 + 2) - (х2 -2)2х 8х

(х2 + 2)2
~

(х2 + 2)2

Пример 6. Найти производную функции г = 6cos<p.
Решение. Здесь функция обозначена буквой г, аргумент

- буквой
φ, b - постоянная величина. Дифференцируя, находим

г' = (bcostp)' = b (cosφ)/ = Ь (-sintp) = -bsin<p, г' = -6sin(p.

7. Найти производную функции s= at2 +bt + с.

Функция обозначена буквой s, аргумент буквой t, а, b и с-

постоянные. Дифференцируя, получаем

s = {at2У + (Ы)' + (сУ = a (t2)' + b (0' + (с)' = 2at + Ь.

Задачи

Найти производные функций:

1. У =
— X5 -2х4 + — х3 — — X2 + 4х-5.
5 3 2

2. J 1_ J_
2х2 Зх3

+

5х5
'

3. у = 4τίχ* -isfx2 +2у[х.

5. у = X2 cosx.

7. s=5p-t2.

4. у = sinx-cosx.

,
ax-b

6. у = -.

ах + b

8. г = <psin<p.

9./(х)=х2-5х + 6. Найти /'(0), /'(1), /'(4), /'(-2).
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11» г(ф)= sin(p + cos<p. Найти r'(0), r'^j, r'f^J.
Ответы

1. y' = x4-8x3 + 2x2-3x + 4. 2.y' = -L+ -L·-
1 1 I

3. / =

X' X X“

3 2 1
- -77= ~Tr= + —r= ■ 4. у = cosx + sinx. 5. v = x (2cosx-jrsinx).
vx Vx Vx

, ,
2aA 7

6. У =
r-. 7. „v = 15Γ* -2/. 8. r =sin<p + <pcos(p. 9. /'(x) =

(<ct + b)
= 2x-5; /'(0) = -5; /'(l) = -3; /'(4) = 3.

§ 2.2. Производная сложной функции

^

Если y-f{z) и z = φ (x) - дифференцируемые функции своих

аргументов,то производная сложной функции

У = Лф (*) ]

существует и равна произведению производной данной функции у по

промежуточному аргументу г на производную промежуточногоаргументаz по независимой переменной х:

Ух=Ух'2х
dy

или —

dx

dy dz

dz dx
(2.11)

В частности, формулы § 2.1 примут вид:

(ζα)' = αζα_ι (sinz)' = coszz';

(cosz)' = -sinz· z'; (tgz)' = —К—z'; (ctgz)' = l— z'.
cos z sin" z

Пример 1. Найти производную функции у= sin5т.

Решение. Аргументом синуса здесь является не х, а 5х. Это

сложнаятригонометрическая функция, которую можно представить так:

у
= sinz, z = 5x.

Имеем:

у' = (sinz)' = cosz = cos5x; z' = (5х)' = 5.
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Подставляя выражения для у' и ζ' в формулу (2.11), находим:

у' = cos5x · 5, (sin 5дс)' = 5cos5x.

Тот же результат можно получить и непосредственно, не вводя

явнопромежуточный аргумент ζ = 5х:

(sin5x)' = (sin5x)' · (5х)' = cos5x ■ 5 = 5cos5x.

Замечание 1. В последних равенствах штрихом обозначено

дифференцированиепо промежуточному аргументу ζ = 5х. Штрих вверху и х внизу

означают дифференцирование по х.

Замечание 2. Мы пользовались здесь тем, что производная синуса по

его аргументу равна косинусу того же аргумента.

Пример 2. Найти производную от функции у = sin2 х = (sinx)2.
Решение. Это сложная степенная функция с промежуточным
аргументомζ

— sinx. Данную функцию можно представить в виде

у = ζ2, z = sinx.

Дифференцируя, получаем:

y' = 2z = 2sinx; z' = (sinx)' = cosx.

Подставляя эти выражения в формулу (2.11), находим

у'х = 2sinxcosx = sin2x.

Тот же результат получается непосредственно:

(sin2 х)' = (sin2 х)' · (sinx)' = 2sinxcosx = sin2x.

Пример 3. Найти производную функции у = cosx3.
Решение. Это сложная тригонометрическая функция с

промежуточнымаргументом ζ = х3. Функция представляется в виде

y = cosz, z = x3.

Дифференцируя данные функции по своим аргументам и

подставляяполученные выражения в формулу (2.11), находим:

у' = (cosz)l = -sinz = -sinx3, ζ' = (χ3)' = 3χ2;

yx = - sinx 3χ =-3χ sinx .

Этот результат можно получить и не вводя явно промежуточного

аргументаζ:
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(cosx3)' = (cosx3)'(x3)' = -sinx3-3x2 = -3x2sinx3.

Пример 4. Найти производную функции у = (ах - Ь)4.
Решение. Данная функция является сложной степенной функцией
с промежуточным аргументом z = ах- Ь:

у = ζ4, z = ах — Ь.

Дифференцируя, получаем:

у' = (z4)' = 4z3=4(ax-b)3, z'x= (ах-Ь)' = а,

у' = 4 (ах - Ь)3 ■ а = 4а (ах — Ь)3.

Пример 5. Найти производную функции у = Vx2+4х +2.

Решение. Представляя данную функцию в виде

у = Ы2, z = х2 +4х + 2

и дифференцируя, находим:

/

У:
1 1

2 Ίζ 2 Vx: +4х + 2

=(х2+4х + 2)' = 2х + 4;

2х + 4 х + 2

у; =

2Vx2+4x+ 2 >/х2+4х + 2

Пример 6. Найти производную функции у = sin2 ^.
Решение. Это сложная степенная функция, аргумент которой
являетсясложной тригонометрической функцией. Первый промежуточный

. х х

аргумент есть sin—, второй
-

—.

Здесь формулу (2.11) нужно применить дважды

Уж
=

f
. X'
sin—

2

х х 1 1 .

= 2 sm —cos = —sinx.

2 2 2 2
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Пример 7. Найти производную функции у = х sin- х .

2 -2 2

Решение. Данная функция представляет собой произведение двух

функций, одна из которых является сложной функцией, придифференцированиипоследней формулу (2.11) нужно применить дважды

(см. пример 6).

Дифференцируя данную функцию как произведение и функцию от

функции, получаем

Пример 8. Найти производную функции у = .

sin*

Решение. Дифференцируя ее как частное и сложную функцию,
находим

cos- х

(cos2 х)' sinx - cos2 х (sinx)

sin2x

2cosx (-sinx) sinx - cos2 xcosx

sin2 x

cosx (sin2 x + cos2 x) + cosx sin2 x

sin2 x

2. у = cos (3 - 4x).

7. y=(a2-cx2)\
(ax+b)2
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1
10. y = -ctg1 х + 3ctgx + Зх.9. у =

(1 + sin2x)

<1
sin2jC

,, 2 2
11. у = . 12. у * cos х .

COSX

Ответы

1. —cos — . 2. 4sin(3-4x). 3. -3cos2 xsinx. 4. -sin4x.
2 2

5. ,

+ 1
6. 12x (2x2 - 7)2. 7. -6cx (a2-cx2)2 8. ——-.

Vx4+ 2x + 3
' iax + /?)‘

9.
~6cos2x

10 3ctg4x π. sinx (sec2 x+1). 12. -2xsin2x2.
(1 + sin2x)‘l

v § 2.3. Производные показательных и логарифмических
функций

Основные формулы

(ах Y = a* In а; (2.12)

** [ехУ = ех\ (2 13)

(logax) = loga е =
.

;
х χιηα

(2.14)

(lnx)' = —.

X

(2.15)

Если z=z(х) - дифференцируемая функция от х, то формулы при-

мут вид:

(а:)' = а: ·1ηα·ζ'\ (2.12')

(ez)' = ezz'· (2.13')

(1о6»г) -ζ\*ο·
(2.14')

/

(lnz)' = —.
У

(2.15')
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Пример 1 . Найти производную функции у = 41.

Решение. Пользуемся формулой (2.12). В данном случае а = 4.

Получаем

(4Х)' = 4Л 1п4 = 21п2 4\

Пример 2. Найти производную функции у = аг .

Решение. По формуле (2.12') получаем

■Inα·(χ2Υ = αχ · 1ηα·2χ = 2\ηα·χ·αχ .

Пример 3 . Найти производную функции у = е5Ш х.

Решение. По формуле (2.13') находим

/

(esmlx) = г5·”2* · (sin2 хУ = esu,ljc · 2sin*· cos* = sin2x.

Пример 4. Найти производную функции у = lnV*2 +2х + 3.

Решение. По формуле (2.15') получаем

1

у1х2+ 2х + 3

+ 2х + 3

/

)
·»

1 1

+ 2х+3 2л1х2 +2х + 3
(х2 + 2х + 3)' =

2х + 2 х+1

2(х2+2х + 3) х2+2х + 3

Замечание. Данную функцию можно было бы записать так!

1 2
у =

— In (х + 2х + 3) и продифференцировать следующим образом!

'

1 , f 1 1 , ,
х+1

— 1п(х2+2х+3) =—·—j (х2+2х + 3) =—5 .

L2 ’J 2 (х2+2х + 3) х2 +2х + 3

Пример 5. Найти производную функции у = In
11 + 2х

V 1-2х'
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Решение.

У = In I
f\ + 2x\i

V\-2x)

1
‘

>2 Г 1
.

ί 1 + 2χ^ η
= — In

/ L 2 ll-2xj
-

\_
2

[In (I + 2x)— In (I - 2x) ]' = -I —
2 l 1 +

- +

2x

2
'

1 - 2x j

-p—Ц--U.
U+ 2JJ l — 2xj ] — 4хг

Замечание. Если под знаком подлежащей дифференцированию
логарифмическойфункции содержится выражение, поддающееся

логарифмированию(произведение, частное, степень, корень), то полезно сначала выполнять

логарифмирование.
ν

П р и м е р 6 . Найти производную функции у = cos2x · e2cos 1.

Решение. Дифференцируя произведение и пользуясь формулой
(2.13'), находим

(cos2x· β2αχ1χ)' = (cos2x)V“s2jt +cos2jc (е2с“2')' =

= -2s'm2x ■ е2а*21 + cos2xe2cos2x -4cosx (-sinx) =

= -2sin2x e2c“ x
-2sin2x cos2x e2cos 1

-

= -2e2cos 1

sin2x (1 + cos2x) = -4e2cos x
· sin2xcos2 x.

Задачи
Найти производные функций:

1. у = хЧпх. 2. у=1п(х2
.
χ-а

3. y = In . 4. у - InJ
х+ а 1 а

5. y=lnlnx. 6. у — In2 х.

X
sin —

7. у = 4х + х4. 8. у = а 4.

9. y=esm2x. 10. у=еса‘1х
аех

„
ех

11. у = In : .

Ьх2 + с

12. у
— In—

ех
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Ответы

1
1. х (21ηχ + 1). 2.

2х+ 5

х' + 5х+6
3.

2а

дг - а1
4.

аЬ

Ь2х^ xlnx

9 In Г *> 1 ап — -»

6. 7. 4*21п2 + 4х\ 8. —а 4 cos— Ιηα. 9. 2cos2xes"lii.
х 4 4

10. -sin 2x^*4 Π. 1 12.
,

4
,

.

bx2+c e~2* -e1*

§ 2.4. Производные обратных тригонометрических
функций

Основные формулы:

(arcs in х)' = , ; (2.16)
V 1-х2

(arccosx)' = — ;

Vl-x2

(arctgx)' =
1 + х

(arcctgx)' = г-.

1 + х

Для сложных функций:

(arcs in z)' = ,

7

;

Vl — ζ2

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.16')

(arccosz)' = ,
t - ;

Vl-z2

(arctgz)'= —Ц-;

(arcctgz)' =
1 + z"

(2.17')

(2.18')

(2.19')

I -

Пример 1 . Найти производную функции у = arcsinx + V1 - х ·

Решение. Дифференцируя, получаем
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^arcsinx-*-Vl-x2 j =(arcsinx)' + ^-\/l-x2 j =

Vl-x2 2>/l —x2
(l-x2)' =

л/l-x2 Vl-x2

_

1-x
_ jl — x

■

Ji_r2 “VhVVI

Пример 2. Найти производную функции у = V1-х2 arccosx.

Решение. Дифференцируем, используя формулы (2.4) и (2.17),
находим

/ /

(Vl-x2 arccosxj = (лЯГ7) arccosx +

+ Vl - х2 (arccosx)' = - arccosx -

yfl-x2
1 +

Vl-x2
arccosx

Пример 3 . Найти производную функции

X 1 * .j
у
= arctg

— + — In (x + д ).
a 2

Решение. Дифференцируем почленно и используем формулу
(2.18'):

/ t

^ arctg —+^·Ιη(χ2 + σ2) j = ^arctg —J +-^-[ln (x2 + a1) ]' =

1 +

1 fx) 1 1

f ~^2 v,nj 2 x2 + <z2

0
(x7 +a2)' =

x + a

χ2 + α2 x2+a2 x2 + a2
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Пример 4. Найти производную функции у = arcctgV2x - 1

Решение. По формуле (2.19') находим

/

' (ЛГл)(arcctgV2x-l) =

г

l + (\/2x-l)

1+2х-1 lyfex-1 2xv2x-l

Пример 5 . Найти производную функции у = arcsin —.
X

Решение. С помощью формулы (2.16') получаем

I ■ 1
arcsin —

I xj

Т 1

]х2 V х

|>/х2 -1

Пример 6 . Найти производную функции у = arctg

Решение. По формуле (2.18') находим

1-лЛ 1 (Ί-χΛ

1-х

1 + х

arctg

(1 + х)2

1 + х

(1 + х)2 +(! -х)2

,+(b£)4,+ljU+*J

-1 (1 + х) — 1 (1-х)

(1 + х)2

1

-2

2 + 2х2

1 + х
2

’

Задачи
Найти производные функций:

1. ^ = arcsin2x. 2. у = -arcsin-
.2

‘
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3. у = arccosVx.

5. v = arcctg—.
a

7. у = arctgV4x- 1.

4. у = arccosx3.

*
1

6. y = arcctg—.
x

8. у = arctg
Tx

Ответы

2
1.

5. -

Vl-4x2
a

fl2+x2
6.

x2 + 1

. 7.

3. -■

! д/л: —

! ^4x3
8. -

a
3x

2л/х (x+ 1)

§ 2.5. Производные неявных функций

Функция у от аргумента х называется неявной, если она задана

уравнением

F(x,y) = 0, (2.20)

не разрешенным относительно зависимой переменной.
Чтобы найти производную у' от неявной функции, нужно

продифференцироватьпо х обе части уравнения (2.20), рассматривая у как

функцию х. Из полученного уравнения находится искомая производная

/■

Пример 1. Найти производную неявной функции х2 + у2 - а2 = 0.

Решение. Считая у функцией от х и дифференцируя у как сложную

функцию, получаем

(х2+уг-а2у = 0, 2х + 2у у' - 0,

откуда

У =

х

У

Замечание. В тгом примере тот же результат можно получить и

другимспособом. Разрешив исходное уравнение относительно у, найдем две

явныефункции у, = Уа2 — х2 , У2 =—■>!а2 - х2 . Дифференцируя эти

функции.находим:

У\ = (а2-х2)' =
2 л1а2-.

-2х

2^1а2-X1

х

У2
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Однако переход от неявной функции F (х, у) = 0 к явной у = /(х) не всегда

возможен.

Пример 2 . Найти производную неявной функции х3 + у3 - 3ху = О

Решение. Дифференцируя, получаем:

Зх2 +3у2 -у'-Ъ(х'у + ху') = Ъ\ х2 +У2 у'-у-ху' = 0;

х2 -у + у'(у2 - х) = 0.

Из последнего уравнения находим у':

Пример 3. Вычислить значение производной неявной функции

ху2 = 4 в точке Μ (1,2).
Решение. Найдем вначале производную:

Подставляя в правую часть последнего равенства значения х = 1,

у = 2, получаем

Пример 4. Найти x't при г = 1, если /1пх-х1п/ = 1.

Решение. Это уравнение определяет х как неявную функцию t

Дифференцируем по V.

— — In х = 0,

откуда

х,
/
_ ±
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Чтобы найти х\ при t = 1, необходимо определить еще значение х,

соответствующее данному значению /. Подставляя / = 1 в исходное

уравнеьие, получим 1· lnx-xlnl = 1, откуда 1пх=1, следовательно,

г = е.

Подставим сейчас значения /, х в формулу для производной.Получим
е

. Г"1 е-1
х, =-j

=

—j—
= е(е-1), х, = е(е— 1).

--0 -

е е

Задачи

Найти производные неявных функций:
1. х2+у2-4ху = 0.

3. ху+ sinу = 0.

5. еу + х = у.

7. \пу-2х= 0.

2. ху2+х2у = 2.

х2 у2
4. — = 1

„2 Ь2а о

2 2 2

б. х3+.у3=а3.

8. У+х4=х2.

9. Найти у' в точке М (1,1), если — + ху
= 2.

х

10. Найти у' при _у = 0, если xcos^-sin>M-sin2>'= 1.

Ответы

1.
х-2у
2.x- у

1

2. -
у(у + 2х)
х (х + 2у)

3. —

x + cosy
4.

Ь2х

а у

г
w

x(l-2xz)
2у. в.—2 9.0. 10.-1.

5.
1

\ — еу

§ 2.6. Производные высших порядков

ПроизвоОнай второго порядка или второй производной функции
у = /(х) называется производная от ее производной у' - /'(х). Она

обозначается символами:

/' = (/)' ИЛИ /"(х) = [/'(*) Г или^ = ^.dx ах
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Механический смысл второй производной. Если х = f{l) - закон

прямолинейного движения точки, то х" = f"{t) есть ускорение этого

движения.

Аналогично определяются и обозначаются производные третьего,

четвертого и других порядков:

/" = /'"(X) = (/')' = 4т. vv = /,v(*) = (>■"'}' -~ττах dx

Формула Лейбница для производной «-го порядка от

произведениядвух функций:

(му)(я) = и(п\ + пи(п-%' + «<п-2>v" + · · · +

Пример 1 . Найти производную второго порядка функции

у = sin2 х.

Решение. Дифференцируя, получаем первую производную

у' = 2sinxcosx = sin2x.

Дифференцируя еще раз, находим искомую производную второго

порядка:

у” = (sin2x)' = cos2x· (2х)' = 2cos2x.

Пример 2. Найти производную третьего порядка функции

у = х2 + Зх + 2.

Решение. Последовательно дифференцируя, получаем:

у’ = (х2 + Зх + 2)' = 2х + 3; у" = (2х + 3)' = 2;

/" = (2)' = 0.

Пример 3. Найти производную четвертого порядка функции
у = sinx.

Решение. Последовательно дифференцируя, определяем:

у' = cosx, у" = -sinx, у'" = -cosx, ylv=sinx.

Пример 4. Найти ДО), /'(0), /"(0), /"'(0), /IV(0), если

/(х) = cos2x.
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Решение. Находим производные первого, второго, третьего и

четвертогопорядков:

/'(*) = -2sin2x, /"(х) = -4cos2x, /'"(х) = 8sin2x,

/,v(x) = 16cos2x.

Придавая x значение, равное нулю, находим

/(0) = 1, /'(0) = 0, /"(0) = -4, /"'(0) = 0, /IV(0) = 16.

Пример 5. Найти производную десятого порядка для функции у =

= ех(х3-2).
Решение. Применяя формулу Лейбница, получим

у0) = [е1 (х3 -2) ](,0) = (е')(10)(*3 -2) + 10 (ег)(9)(х3 - 2)' +

s +-^(^)(9>(x3-2)" + ^~(e'f\x3-2)'".
Все последующие слагаемые равны нулю, так как все высшие

производныеот функции х3 - 2, начиная с четвертой, обращаются в нуль.

Поскольку производная любого порядка от ех есть ех, то

у{]0) =ех(хг -2) + ЗОеV + 45ех · 6х +120ех ■ 6,

у(,0) = ех (х3 + ЗОх2 + 270х + 718).

Задачи
Найти производные второго порядка от функций:
1. у = (х2 — I)2. 2. у = (ах2-Ь)2.
3. у=ах. 4. _у=1пх.
5. у- tgx. 6. у — ctgx.

Найти производные третьего порядка от функций:
7. г = a(tp-sincp). 8. r = a(l-coscp).

9. s = asin4f. 10. s = acos3t.

Ответы

1. 4 (Зх2 -1). 2. 4а (3ах2 - Ь). 3. a In2 а. 4. —у. 5.
X COS X

6. ^C°eJ·. 7. acos<p. 8. -asintp. 9. -64acos4r. 10. 27asin3/.

sin3 x
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§ 2.7. Производные гиперболических функций и

функций, заданных параметрически

_ ех-е~х ех + е~х
Выражения , и их отношения называются соот¬

ветственно гиперболическим синусом, косинусом, тангенсом,

котангенсоми обозначаются:

е*-<Гд ед+е-д shx ех-е~х
shx = г ; chx = ; thдг = —;— =

—

г;
2 2 ch.r е +е

, chx ех + е~х
cthx = =

.

shx ех -е
х

Основные формулы для гиперболических функций:

ch2 x-sh2 х = 1;

ch2 x + sh2 х = ch2x;

sh2x = 2shxchx.

1. Производные гиперболических функций:

(shx)'= chx; (chx)'= shx;

(tfix)' = —4 ; (cthx)' = --4—
ch x sh x

2. Производная у' функции, заданной параметрически

* = φ,(0, ^ = Фг(0,

(2.21)

находится по формуле

У,=
/
= ф£

Φί
(2.22)

3. Производная функции y-uv, где и и v дифференцируемые
функции от х, находится с помощью предварительногологарифмирования.
Пример 1. Найти производную функции у

- sh2 х.

Решение. Дифференцируя сложную функцию и пользуясь первой
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из формул (2.21), получаем

у' = 2shx-(shjc)' = 2shxchx = sh2x.

Пример 2. Найти производную функции у = х
- cth х.

Решение. Дифференцируя разность двух функций и принимая во

внимание четвертую из формул (2.21), находим

У = 1 +
1

sh2 х

sh2 х + 1

sh‘ x

ch2 x

sh2 x
= cth2 x.

Пример 3. Найти производную у' функции x = acost, y = bsmt.

Решение. Находим сначала производные по i x' = -asin/;

у' = boost. Подставляя найденные выражения в формулу (2.22),
получим
Ч

У*
%:

boost b
:— =
— ctgt.

-asrnf а

Пример 4. Найти производную у'х функции x = e'cost;

у ~ е' sin f при t = 0.

Решение. Функции х и у имеют следующие производные по ί.

х\ = е‘ cos/ - el sin/ = е‘ (cos/-sin/);

у[ = е1 sin/ + e' cost = e'(sin/ + cos/),

поэтому

,
sin/+ cos/

Ух = —■

cos/-sin/

При / = 0 получаем y'x = 1.

Пример 5. Найти производную от функции у = х* ■

Решение. Логарифмируя по основанию е, получаем

Inу = х\пх.

Дифференцируя, находим

—

у =1·1ηχ + χ·—; —=lnx+l,

У х у
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откуда

v' = .y(ln* + l).

Подставив в последнее равенство выражение у = х’, получим

у' - χχ(Ιηχ + 1).

Пример 6 . Найти производную функции у = xsmx

Решение. Логарифмируем по основанию е:

1пд> = sinx· lnx.

Дифференцируя, находим

1

откуда

и, наконец,

— у' = cosx · lnx + sinx· —
,

у х

( . sinx^
= у cosx · lnx ну =у

X )

/ sin х\ ,
Sinx'l

у -х lcosx lnx + .

^ X )

Задачи
Найти производные гиперболических функций:
1. y = ch2x. 2. у=хchx.
3. y=ln(shx). 4. у = thx-x.

5. у = arcsin (thx). 6. у = arccos(thx).
Найти производные функций, заданных параметрически:

7. x = fccos3w, у = fcsin3 и. 8. х = at cost, у = at sint.

9. x = t2, у = 4t при ί = 1.

bf 1
10. x = -

2 ,+7j, при I = 2.

11. Найти производную степенно-показательной функции у=и ,

где и и v - дифференцируемые функции от х.

Найти производные степенно-показательных функций:
12. v = xC0Si.

14. у = Vx.

13. у = (sinx)*.

15. у = хГх.
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Ответы

1. sl’2x. 2. chx + xshx. 3. cthx. 4. -th2x. 5.
chx

!
6. .

chx

_
sin/ + /cos/

7. -tg u. 8.
cos/ - / sin/

9.2. 10.—. 11. uv {v'\nu+ — и j.
За V и )

Указание. Логарифмируя равенство у=и, получим lny = vln«.

Продифференцироватьпоследнее равенство и подставить в полученную формулу

выражение y = uv. 12. х““|-sinx 1пх + ^^\ 13. (sinx^Onsinx-r
V х )

+ xctgx.) 14. 15. х^~ 2fl + -lnxj.
V х2 ) V 2 )

§ 2.8. Дифференциал функции
S

Дифференциалом функции у = /(х) называется произведение ее

производной на приращение независимой переменной:

dy = /'(*) Δχ. (2.23)

В частности, при /(х) = х, получаем

άχ = 1·Δχ, άχ = Δχ, (2.24)

т. е. дифференциал независимой переменной равен приращению этой

переменной.
Формулу (2.23) можно, следовательно, написать так

dy = /'(*) dx, (2.25)

откуда

f'O0 = ·~. (2.26)
dx

Дифференциал функции у = /(х) равен приращению LN ординаты

касательной ML, проведенной к графику этой функции в точке М,
когдааргумент получает приращение Δχ (рис. 2.1).

Из определения производной и дифференциала вытекает, что

Δy = dy + εΔχ,

где ε—>0, когда Δχ—>0, т. е. дифференциал функции отличается от

приращения на бесконечно малую высшего порядка, чем Δχ = άχ.
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При малых Ах справедлива

приближенная формула

f(x + Ax)-f(x) ~f'(x) Αχ (2.27)

или

f(x + Δχ) = f\x) Αχ + f(x). (2.28)

Если и, v, w-

дифференцируемыефункции от х, а с - постоянная,

то верны следующие свойства

дифференциалов:
dc — 0, с = const;

d (и + с) = du, с = const;

d (и - v + w) = du — dv + dw;

d (cu) = cdu, c = const;

d (uv) = udv + vdu;

d
и

V

vdu - udv

df(u) = f'(u)du, m = <p (jc).

Пример 1. Найти дифференциал функции у = sin*.

Решение. По формуле (2.25) находим

dy = d (sinjc) = (sinx)'A: = cosjcdx, dy — cosxdx.

Пример 2. Найти дифференциал функции у = х2 + 4х + 8.

Решение. На основании формулы (2.25) получаем

dy - (х2 + 4х + 8)'dx = (2x + 4)dx = 2 (х+ 2) dx.

Пример 3. Найти дифференциал функции г = а (<р - costp).
Решение. В данном случае функция обозначена буквой г,

аргумент- буквой φ. Формула (2.25) перепишется так: dr - r'd<p. На

основанииэтой формулы находим

dr = [а (φ - costp) ]'Лр = а (1 + sintp) <Ар.
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Пример 4. Вычислить значение дифференциала функции

у = х3 + 2х, когда х изменяется от 1 до 1,1.

Решение. Прежде всего находим общее выражение для

дифференциалаэтой функции:

dy = (3x2 +2)dx.

Подставляя значения х = 1, dx = Δχ = 1,1 - 1 = 0,1 в последнюю

формулу, получаем искомое значение дифференциала:

dy = (3 I2 +2)0,1= 5-0,1 = ОД

Пример 5. Заменяя приращение функции дифференциалом,
приближеннонайти arctg 1,02.

Решение. Формула (2.28) применительно к данной функции
перепишетсяв виде

arctg (х + Δχ) = arctgх + ——- Δχ.
1 + х

В нашем случае х + Δχ = 1,02, х = 1, Δχ = 0,02. Подставляя эти

значения в формулу, получим

arctg 1,02 = arctg 1 + —г- - 0,02 = — + 0,01 - 0,795.
1 + Г 4

Следовательно, arctg 1,02 = 0,795,

Задачи
Найти дифференциалы функций:

I. у = х4 + 4х3 + 6х2 + 4х. 2.
х2 -1

3. У = tg2 2х. 4. у = Vx3 + 6х2.

5. у = е*т4х. 6. r = tpcos<p
—

sin(p.

7. s = 6sin3<. 8. у = х3, x = t2- 1.

9. Дана функция у = х* + 4х. Найти Ау и dy, сравнить их между

собой, если: 1) х = 1, Δχ = 1; 2) х = 1, Δχ = 0,1.

10. Вычислить приближенно приращение функции у = х2 +

+2х + 3, когда х меняется от 2 до 1,98.
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11. Заменяя приращение функции дифференциалом, приближенно
найти:

1) arctg 1,05; 2) е0·2; 3) ΙηΙ,ΟΙ; 4) sin31°.

Ответы

1. 4(х+1)3Л.

5. 4esin4jc cos4xdx.

2. —-dx.
xi

3.Mi. 3x + 12x
4. —> dx.

cos* 2x 2>/jt3 + 6x2

6. dr = -<psin<piAp. 7. 36sin2 tcostdt. 8.6((t2-

-\)2dt. 9. 1) Ay = 19, dy = 8; 2)Ay=0,864, dy = 0,%. 10.-0,12.

11.1)0,81; 2)1,2; 3)0,01; 4)0,515. Указание. Выразить х = агс30° и

Δχ = arc 1° в радианной мере.
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Глава 3.

Приложения производной

Понятие производной находит многочисленные приложения. С

помощью производной можно найти касательную к кривой в данной

точке, определить скорость и ускорение неравномерного движения в

данный момент времени. Производная широко применяется при

исследованиифункций, являющихся переменными величинами С

переменнымиже величинами постоянно встречаются при изучении
закономерностейприроды.

§ 3.1. Правило Лопиталя - Бернулли

Правило Лопиталя - Бернулли является эффективным средством
нахождения предела функции в тех случаях, когда аргумент
неограниченновозрастает или стремится к значению, которое не входит в

областьопределения функции.

О °°

I. Раскрытие неопределенностей вида — и —

О °°

Пусть функции у = f(x) и у = φ (х) дифференцируемы при

О < | х - а | < И, причем производная одной из них не обращается в

нуль.
Если /(х) и φ (х) - обе бесконечно малые или обе бесконечно

большие при х —>а, т.е. если частное представляет в точке

φ(χ)

о °°

х = а неопределенность типа — или —, то

О °°

lim
x—*a

/w = limZM
φ (χ) χ->° φ'(*)

при условии, что предел отношения производных существует.

Последняя формула и выражает правило Лопиталя -

Бернулли: предел отношения двух бесконечно малых или двухбесконечнобольших величин равен пределу отношения их производных,
если последний существует или равен бесконечности
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Правило это применимо и в случае, когда а = «>. Если частное

/'(*)
в точке х = а вновь дает неопределенность одного из указан-

ных типов, /'(х) и φ'(χ) удовлетворяют требованиям, ранее

сформулированнымдля /(дс) и φ (дг), то можно перейти к отношению вторых

производных и т. д.

lim
х—*а

/'(*)
ф'(*)

lim
х—¥й

/"(х)

ф"(*)'

Замечание 1. Предел отношения функций может существовать в то

время, когда отношения производных не стремятся ни к какому пределу.

II. Раскрытие неопределенностей вида 0 » 1", 0°,
о

1. Для раскрытия неопределенностей типа 0 «> необходимо

преобразоватьсоответствующее произведение /(χ)·φ(χ), где

lim /(х) = 0, lim φ (х) = », в частности
х—х—*а

fix)
1

φ(*)

или
φ(*)

fix)

оо Λ

°°
J

2. В случае неопределенности вида —необходимо

преобразоватьсоответствующую разность /(х) - φ (х), где lim /(х) =
х—*а

lim φ (х) = «■>, в произведение
х—ьа

ф(т)
неопределенность ; если

fix)

ражение к виду

/(*) 1-

ζ“*β fix)

yjx)

fix)
и раскрыть сначала

= 1, то следует привести вы-

j
Ф(*)

fix)
1

fix)

3. Неопределенности видов 1~5 о0, °°0 раскрываются с

помощьюпредварительного логарифмирования и нахождения предела сте¬
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пени f/(x)]<p(*). Эти неопределенности сводятся к случаю

неопределенности0· », при этом используется тождество

[/(х) ]4>(·0 = еФ(ОШ/и,

Замечание

начает найти

2 . Выражение «раскрыть неопределенность типа 0° » оз-

предел lim[/(x)]v^ при условии

lim /(х) = Ишф(х) = 0.
.1 —>0 х—¥а

В некоторых случаях правило Лопиталя - Бернулли полезно

комбинироватьс нахождением пределов элементарными способами.

г.
sinxe* -5х

Пример 1. Найти lim z .

ι-*ο 4х"+7х

Решение. При х—>0 числитель и знаменатель дроби обращаются
О

в нуль, получаем неопределенность вида —

.

Применяя правило Лопиталя - Бернулли, находим

sinxeJ-5x (sinxe* -5χΊ' cosxex +sinxeJ -5 4
lim = = lim z

— = lim = —.

x-»o 4χ2+7χ x->o (4x~ + 7x)' ·»-»<> 8x + 7 7

Пример 2. Найти lim .

т-ο 5x2+xj
Решение. В данном случае правило Лопиталя - Бернулли нужно
применить дважды, так как отношение первых производных снова

0

представляет неопределенность вида —

.

Действительно,

,.
sinxe2x-x (sinxe2x - х)' ,.

cosxe2* + 2sinxe2i - l
lim : :— - lim z z—— = lim z ■

*->o 5x2+xj j-*° (5x +x'Y c~»o 10x + 3x"

При x—> 0 снова получаем неопределенность вида —

. Применяя еще

раз правило Лопиталя - Бернулли, находим

cosxe2x + 2sinxe2x - l (cosxe2jr + 2sinxe2jt - 1)'
lim z = lim =

*-»o 1 Ox + 3x
^

*-»o (lOx + 3x7)'
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-sinxe2'+ 4cosxe2jr + 4sinxe2jt
= lim —

>o 10 + 6x

_4__ 2

10
_

5

{QX
Пример 3. Найти lim ——.

*еЗх
2

Решение. С помощью правила Лопиталя- Бернулли получим

1

lim -££-= lim
cos* х

*-»- tg3* 3
2 2 cos2 3x

lim
cos"3x

>* 3cos^ x

2

Предел отношения первых производных
-

неопределенность вида

О
„

—

. Раскрываем эту неопределенность:

.. cos2Зх -6cos3xsin3x .. sin6x
lim 5—= lim = lim .

3cos x x_+l -6cosxsinx . .nsin2x
2 2

*

2

Снова получили неопределенность вида — . Применяя еще раз правило

Лопиталя - Бернулли, находим

.. sin6x .. 6cos6x
lim = lim

sin2x 2cos2x
2 2

Таким образом,

tg*
з

tg3x

Пример 4. Найти lim — при а > 1, а > 0.
*-»- х“

Решение. При вычислении этого предела можно считать х > I

(так как х—>») и если η-ближайшее к а, превосходящее его целое

число, то

(»>0).

Следовательно,
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lim
a
X

где η - целое число.

Так как п > О, то предел правой части последнего неравенства

можно найти с помощью правила Лопиталя - Бернулли.
Применяя п раз это правило, получим

X

а

lim —г
JT—»— X

‘

а1 [In а]п
lim . .. . _. _

с->« η (η- 1) (w-2) ... 1

Итак, если а > 1 и а > 0, то

lim — = оо

и, следовательно,

lim — = О
х-*” а

Замечание 1. Показательная функция а* при а > 1 растет быстрее
любой степени х.

Замечание 2. Если Р (jc) - любой многочлен

Р (х) = а0 + О]х + а2х2 Ί— + апхп,

то

lim
X—И»

Р(х)
= 0

и, следовательно.

lim

1п х
Пример 5. Найти lim при а > 0, х > 0.

Решение. Применяя правило Лопиталя
- Бернулли, получаем

lim |im
>-»» χα *-»- χαχ“ 1

χ-»~ ar“

1 1
= lim —— = 0.

Таким образом,
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или

.·
Ιηχ

Л

lim = 0 при а > О
·»-*- ха

lim —— = о°.

jt-»·· Inх

Замечание. Логарифмическая функция Inx растет медленнее любой

положительной степени л.

Пример 6 . Найти lim (- -—\
л-»о^х sinx,/

Решение. При х—>0 получаем неопределенность вида ■*>-<».

Раскроем эту неопределенность, приводя ее к неопределенности
— и

применяя правило Лопиталя - Бернулли,

Itafi-i sinx-x
lim
л-»о xsinx

cosx-1
lim
*->0 sinx + xcosx

Пример

-sinx
= lim

χ-»ο cosx + cosx - xsinx

7. Найти lim [(x-sinx) Inx].
x—>0

= 0.

Решение. Здесь имеем неопределенность 0 - °°. Данную функцию
можно представить в виде

(x-sinx) Inx =
Inx

~Г

х —sinx

Полученную неопределенность
—

раскрываем с помощью правила

Лопиталя - Бернулли:

lim
х—>0

Inx

х - sin X

lim —

x->o -(1-cosx)

(x-sinx)2

(x —sinx)2
lim .

χ->ο x (cosx - 1)
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Эго - неопределенность вида
О

О’
поэтому

(x-sinx)* .. 2 (х-sinx) (1 -cosx)
lun — д lim ■■ ■

χ->ο χ (cosx- 1) *-*ο cosx-l-xsinx

(1 - cosx)2 + (χ - sinx) sinx
= 2 lim — ■

jt-*o -sinx-sinx-xcosx

_ l-2cosx + cos2 x + xsinx-sin2 x
= 2 lim

x->o -2sinx-xcosx

„
l-2cosx + xsinx + cos2x

= 2 lim
»-»o -2sinx- xcosx

V
2sinx + sinx + xcosx-2sin2x

= 2 lim : = 0.
x—»o -3cosx + xsinx

Итак,

lim (x-sinx) lnx = 0.
x-*0

Пример 8. Найти lim(x-l)lni.
-Г-Н

Решение. При χ—>1 имеем неопределенность 0°. Воспользуемся

тождеством

[/(*)1φίχ)=βφ(χ)|η/(χ), (А)

которое в данном случае примет вид

(χ — l)lnjt = glnxln(x-I)

Имеем

lim lnx· lim In (x-1)

lim (x-l)lnx = lim e

X—>1 x-»l

Inx ln (x-1) g1-*1 ·-·'

Найдем сейчас lim [lnx· In (χ-1) ]. Это неопределенность вида
х-» I

0- во. Раскрывая эту неопределенность, получим
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lim [In д: * In (x-1) ] = lim —Ц—-= lim —f-—
jr—*· l x->) 1 *-*l I

Inx x(lnx)3

42 (Inx)2+x21nx-—

x-»l x—1 x-»l 1

= lim [ (Inx)2 +2Inx) = 0.
jc—»l

Следовательно,

lim (x- l)lnx = e° = 1.
x—И

Г sinx 1 %

Пример 9. Найти lim
x-oL * J

_ _ sinx
,

1
Решение. Так как lim = 1, lim — = °°, то здесь имеем неоп-

x-»0 χ I—>0 χ

ределенность вида 1".

Принимая во внимание тождество (А) (см. пример 8), с помощью

правила Лопиталя
- Бернулли находим

smx
lim
x-*0 X

In
sinx

1
— 1 smx
χ — In
= lim ex

x—>0

In

lim
χ = e*-*° 1

Найдем lim —, это неопределенность вида —:

x-0 X
κ

0

In
smx χ xcosx-sinx

lim -

x-»0 χ

=lim
Т-Й)

smx
= lim

xcosx-smx

cosx-xsinx-cosx
= lim = - lim

xsmx

xsinx

r->0 sinx + xcosx sinx + xcosx

= - lim
sinx + xcosx

= 0.
►o cosx + cosx-xsmx

Таким образом,
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sinx

lim
x->0 X

= e= \.

Пример 1 0 . Найти limx1.
i4«e

Решение. При x—имеем неопределенность вида

Преобразуяданную функцию и применяя правило Лопиталя - Бернулли,
получаем

I

1 1 I Inx i I
—

—Inx lim —Inx Гил i lim —

lim xr = lim e1 = e‘
'

= e'"
1

= e = e'~~1 = e=

I-*— Г-*—

Следовательно,
1

\ lim xx = 1.

n , . „ . x-sinx

Пример 11. Наитн lim .

i-»“ x + sinx

Решение. Применим правило Лопиталя
- Бернулли:

lim
X —

x-sinx .. 1-cosx
= lim .

x + sinx j-*-1 + cosx

В правой части последнего равенства предел не существует,

поэтомуправило Лопиталя - Бернулли здесь неприменимо.

Указанный предел можно найти непосредственно:

lim
I—»«■

x-sinx ..

;—= lim
x + sinx дг->-

sinx

, sinx

i +
X

Задачи
Найти пределы:

1.
tgx-smx

lim —
χ-»ο x-sinx

3. tgx_
tg5x

n

2. lim —-—.
r-*0 7CC

4. lim (1-cosx) ctgx.
*-»o
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5. lim (1-х) tg~· 6. lim [—
*-» i v x - 1χ-»ι 2

7. lim f 1
-

,

5
I. 8. lim xx.

*-*Hx-3 x -x-6J jr-*0

ί ι Ygx
). lim —

x-*o\xJ
I

11. lim
x-»0

SinX I l-cosjr

V *

10. lim (ctgx)s,nx.
x-»0

π ^inx
12. lim —-arctgx

Ответы

1. 3. 2. -—. 3. 5. 4. 0 5. —. 6. — 7. - 8. 1 . Указание. Положить
2 π 2 5

χ = у, прологарифмировать это равенство и перейти к пределу 9. 1. 10. 1.

1
>г
Ve

11. 12.

§ 3.2. Касательная и нормаль к плоской кривой.
Угол между кривыми. Кривизна плоской кривой.
Скорость и ускорение

Касательной к кривой у = f(x) в ее точке Л/0(х0,>>0) называется

предельное положение MQT секущей ММ0, когда точка Мстремится
к М0 вдоль данной кривой (рис. 3.1).

Уравнение касательной к кривой у = /(х) в точке Л/0(х0, у0):

У~Уо = /'(*о)(*-*0)· (3.1)

Нормалью к кривой в точке Л/0(х0, у0) называется прямая,

проходящаячерез М0 и перпендикулярная к касательной в данной точке.

Уравнение нормали к кривой у = /(х) в точке Л/0(х0, уо):

У-Уо = ~

/'(*о)
(х-х0). (3.2)

Кривизной кривой в ее точке М называется предел абсолютной

величиныотношения угла Δα между касательными в точках М и N кри-

вой к длине дуги ΜΝ = As, когда N —» М (рис 3.2), т. е.
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Δα
к = lim

Δί-»0 As

где угол а выражен в радианах.

Кривизна кривой у = /(*) вычисляется по формуле

* = Т· (33)

О + /2)1
Если кривая задана параметрическими уравнениями лг = <р(/),

у - φ (f). то ее кривизна определяется формулой

\х'у"-хУ\
3

(χ'2+/2)*
(3.4)

Радиусом кривизны кривой в точке называется величина, обратная
ее кривизне в этой точке. Если радиус кривизны обозначить через R, то

/? = !■ (3.5)
к

Окружностью кривизны (соприкасающейся окружностью) кривой
в ее точке М называется предельное положение окружности,

проходящейчерез точку М и две другие точки кривой L и /V, когда L—» М и

N-* М.

Радиус окружности кривизны равен радиусу кривизны кривой в

соответствующей точке.

Центр окружности кривизны называется центром кривизны кривой
в данной точке М. Координаты X и Y центра кривизны кривой
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y = f(x) вычисляются по формулам:

*„_г31±р: y.y+i*4
У У

(3-6)

Эволютой кривой называется геометрическое место ее центров

кривизны.

Формулы (3.6) дают параметрические уравнения эволюты с

параметромх илиу.

Если кривая задана параметрически, то уравнения ее эволюты:

X = x-v'
х'2+у'2

х'у" - у'х'
; Г = у + х'

х'2+у'2
х'у"-у'х'

(3.7)

Эвольвентой кривой называется такая кривая, для которой данная

кривая является эволютой.

Пример 1. Написать уравнения касательной и нормали к кривой

/(х) = х3 в точке М0(2,8).
Решение. Прежде всего точка М0 лежит на кривой, так как ее

координаты удовлетворяют данному уравнению.

Находим производную данной функции и ее значение при х0 = 2:

/'(*) = (*3Г = Зх2, /'(*о) = /'(2) = 3 22 = 12.

Подставляя значения х0 = 2, у0 = 8, f'(x0) = 12 в уравнения (3.1)
и (3.2) получим соответственно:

у-8= 12 (х-2) или 12х - у
- 16 = 0 -

уравнение касательной;

у- 8 = -— (х-2) или х + 12у- 98 = 0 - уравнение нормали.

Пример 2. Составить уравнения касательной и нормали к эллипсу

X2 V2
—+ ^—= 1
18 8

в точке М0(3,2).
Решение. Находим

X2 V2
—— + —— 1 = 0:
18 8

производную

2х 2уу' п
— + - 0.
18 8

неявной функции
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откуда

У(*)-У<Л—£f~f.
2

Подставляя значения jc0 = 3, y0 = 2, у'(*о) = -у
в формулы (3.1) и

(3.2), получим

2
у - 2 =

-у (х - 3) или 2х + Зу - 12 = О -

уравнение касательной;

у - 2
=-ух

- 3) или Зх - 2у - 5 = О -

уравнение нормали.

Пример 3. Составить уравнения касательной и нормали к кривой,
заданной параметрически,
N x = 2(/-sin/); у = 2(1-cos/):

1) в произвольной точке; 2) при / =
у.

Решение. Уравнение касательной (3.1) можно написать в виде

У-у = у'х(х)(Х-х), (3.0

где (х, у) - координаты точки кривой, (Λ', Υ) -

координаты точки

касательной.
Находим производную у' по формуле

Л-Ь-
2 sin/ sin/ /

= Ctg —.
х, 2(1 -cos/) I-cos/

Подставляя выражения для x, у и у' в формулу (3. Г), получаем

уравнение касательной к данной кривой в произвольной точке

Y- 2(1- cos/) = ctg у [X - 2 (/ - sin/) ].

При / =

у
из последнего уравнения находим

Y-2=1 *-2|у-1 , Y-2 = Х-к + 2

или
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Χ-Υ-π + 4 = 0.

Пример 4. Доказать, что кривизна линии х2 + у2 = 25 является

постоянной.

Решение. Искомую кривизну вычислим по формуле (3.3). Найдем
сначала первую и вторую производную неявной функции
х2 + у2 - 25 = 0. Дифференцируя, получим:

2х + 2уу' = 0, / = -—;

У

У
=

к У.

ху-ху

у2

У-х
х2 +у2 25

..з
■

Подставляя полученные выражения в формулу (3.3), находим

25

25

3 3
'

.И
2 2 (х2+у2)2

1 + —

1 у)

25

252
5'

Следовательно, кривизна данной линии постоянна.

Пример 5. Найти радиус кривизны циклоиды jc = a(i-sin/), у =

= а (1 - cos/) в ее произвольной точке.

Решение. Из формул (3.4) и (3.5) вытекает, что радиус кривизны

кривой, заданной параметрическими уравнениями, определяетсяформулой
з

„ (х'г + /1)5
—“737ΓΪ·

Найдем первые и вторые производные функций х и у:

х' = a(l-cosr); у' = asinf; x" = asin/; y" = acost.

Составим выражения х,2+у'2 и (х'у" -у'х"):

х'2 +у'2 = а2{1-cos/)2 +а2 sin2 I = a2(l-2cosM-cos2 t +
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+ sin2t) = a2 (1 - 2cosf +1) = a1 (2 - 2 cost) = 2a1 (1 - cost),

x'y" - y'x" =* a (1 - cost)acost - a sin to sin i = a2(cosr -

-cos2 / -sin21) = a2(cost-1) = -a2(l - cost).

Подставляя полученные выражения в формулу для радиуса

кривизны,находим

Ьг(1-со»)р 2^(1-cos,)? д 2VWI-
\-а (1-cosf) a (1 -cosi)

cosf.

Так как Vl -cosf = V^jsin ^|„ TO

R = 4a
t

sin —

2

В частности, если t = π, то R = 4а; если t = 0, то R = 0.

Пример 6 . Составить уравнение эволюты параболы у-2х2.
Решение. Найдем первую и вторую производную данной функции:
у' = 4х, у" = 4. Подставляя выражения для у, у', у" в формулы

(3.7), получим

Х = х

4х(1 + 16х2)
4

= — 1 бдс3, X = - 16х3;

ν _ ,

1 + 1 6х2 1 + 24х2
„

1 + 24т2
I — 2х Ί* —

"

, Г —

4 4 4

Исключив параметр х, найдем уравнение эволюты данной параболы

Пример 7. Написать уравнение эволюты циклоиды

x = a(/-sinf), у = a(1-cosr).

Решение. Так как

х'2 + у'2 = 2a2(l - cost), x'y" - y'x" = -a(l-cosr)
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(см пример 5), то в соответствии с формулами (3.7) получаем

г + ν zr2
X = х

—
у

х'2 + у'2 ,
.

,
...

2а* (1 - cost)

xY-y’x" -a‘(l-cos/)

= or-asin/ + 2asinr = a/ + asini;

/2 ,
/2

Y = y + x'·————- = a (1 -cost) + a (1 -
x'y" - y'x

-cost) · -——-τ—-—C°S-- = a (1 - cosO - 2a (1 - cosr) =
-ir(l-cosf)

= -a (1 - cost).

Следовательно, уравнения эволюты циклоиды имеют вид:

X = at + asint; Y = -а (1-cosi)·

Введем новую переменную по формуле t = π + τ. Уравнения
эволютыпримут вид:

X = α[π+τ + 5Ϊη(π + τ)]= σπ +ire-osinx = a (T-sinx) + a7t;

Y = - a [1 - cos (π + τ) ] = - a (1 + cost) = -a - acost =

= - 2a + a- a cost = a- a cost - 2a = a (1 - cost) - 2a,

т.е.

X = a (τ - sinT) + σπ; Y = a (1 - cost) - 2a.

Эти уравнения можно записать так:

х = a (t' - sin/'); у = а (1-cost"),

где х = X - ак, у = Y + 2а, т = г'.

Следовательно, эволютой циклоиды является такая же циклоида,

смещенная по оси Ох на величину па и по оси Оу на величину 2а

(рис 3.3).

Пример 8 . Под каким углом кривая у = ех пересекает ось Оу!

Решение. Углом между кривой линией и прямой называется угол

между этой прямой и касательной к кривой в точке их пересечения.

Найдем точку пересечения кривой у = ех и оси Оу. Так как ось Оу
имеет уравнение х = 0, то точка пересечения определится из системы
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ураьнений: у = ех, х = О, откуда у= 1. Следовательно, Л/ (0,1) —

точка пересечения.

Угловой коэффициент касательной в данной точке равен значению

производной функции в этой точке: /'(*) = ег, /'(0) = е° = 1,

tg<p= 1, Ф = 45°.

Итак, угол, образуемый касательной с осью Ох, равен 45°.
Очевиднос осью Оу касательная образует такой же угол.

Рис. 3.3

Пример 9. Под какими углами пересекаются кривые у = х1,

у2 =х?
Решение. Углом между двумя кривыми в точке их пересечения
называют угол между касательными к кривым в этой точке.

Найдем точки пересечения данных линий. Решая систему их

уравнений
у= х2:\
У2=х, I

получим две точки пересечения: О (0,0), Μ (1,1).

Уравнения касательных к кривым в призвольной точке будут
соответственно:

Y- у = 2х (X - х),

Y-y=-±=<X-x),
2\ д

в частности, в точке О (0,0)
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У = О, Л' = о,

а в точке Μ (1,1)

У - 1 = 2 (х- 1), У-1 = 1(Л'-1).
Как видно из уравнений, касательные к кривым в точке О (0,0)

совпадают с координатными осями, поэтому угол между кривымиравен90°.

В точке Μ (1,1) угол между линиями определяется по формуле

tg φ =
1 + А, кг

3 3
-, φ = arctg—,
4 4

где к,=2, угловые коэффициенты касательных.

Пример 10. Тело движется вдоль прямой Ох по закону

х = / — sin/. Определить скорость и ускорение движения при / =

у.
Решение. В силу механического значения первой и второй
производнойнаходим для любого момента времени /:

dx
v = — = I - cos/ (скорость),

dv d2x
w = — =

——
= sin/ (ускорение).

dt dt2

π

При / = — получаем v = 1, w = \.

Задачи

1. Найти уравнения касательной и нормали к кривой

у = xJ - Зх2 + 9х-1 в точке М (1,6).
2. Найти уравнения касательной и нормали к кривой

х3+у3-Зху-13 = 0 в точке Л/(-1,2).

3. Составить уравнения касательной и нормали к кривой х = /2,
у - 4/ при / = -1.

4. Какие углы образует кривая у = х2 -х с осью Ох в точках пе-
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ресемения с этой осью?

5. Под каким углом пересекаются линии

X1 +у2 =2, у = х2?

6. Найти уравнение эволюты эллипса

х = о cos/, у = fcsin/.

7. Найти уравнение эволюты параболы у2 =2рх.

8. Вычислить кривизну кривой у = ех при х = О

9. Найти кривизну кривой у= кх + b в ее произвольной точке.

10. Точка движется по прямой Ох по закону х = /3 - 9/2 +24/.

Определитьскорость и ускорение движения. В какие моменты времени
точка меняет направление движения?

11. Зависимость между количеством х вещества, получаемого в

некоторойхимической реакции, и временем / выражается уравнением

х = А (1 — е~ ). Определить скорость реакции.

Ответы

1. 6х - у = 0; jc + 6у - 37 = 0. 2. х - 5у + 11 = 0; 5х + у+3 = 0.

3. 2х +у +2 = 0; х — 2у-9 = 0. 4.135°, 45°. 5. (p = arctg3. 6. X =

а —

О \

7

cos'* /, К =
2 \ „

Ь sin3/. l.Y2 = (Χ-ργ. 8.к =
Ь I 21р

Я
= —. 9. к = 0. 10. ν = 3/ - 18/ + 24, w = 6/ — 18; /, = 2, /2=4.

4
11. Л(Л-х).

§ 3.3. Возрастание и убывание функции.
Экстремум функции. Наибольшее и наименьшее

значения функции

Функция называется возрастающей в некотором промежутке

(рис. 3.4, а), если для любых х, и х2, принадлежащих этому

промежутку,из неравенства х, < х2 следует неравенство

/(*,)</(*2)- (38)

115



Функция
называетсяубывающей
(рис. 3.4, б) в

некоторомпромежутке,
еслидля любых х, и

х2, принадлежащих

этому промежутку, из

неравенства х, < х2

следует неравенство

/(*■)>/(*2 )· (3.9)

Достаточное
условие возрастания (убывания) функции: если в

данном промежутке производная данной функции положительна, то

функция в этом промежутке возрастает; если производная данной

функции в данном промежутке отрицательна, то функция в этом

промежуткеубывает.
Максимумом функции у = /(х) называется такое ее значение

У] = /(Х)), которое больше всех других ее значений, принимаемых в

точках х, достаточно близких к точке х, и отличных от нее (рис. 3.5),
те.

/(*1 )>/(*), (ЗЛО)

где х - любая точка из некоторого интервала, содержащего точку х,.

Минимумом функции

у — /(х) называется такое ее

значениеу2— /(х2), которое меньше

всех других ее значений,

принимаемыхв точках х, достаточно

близких к точке х2 и отличных от

нее, т.е.

/(х2)</(х), (3.11)

где х - любая точка из некоторого

интервала, содержащего точку х2.

Максимум или минимум

функции называется экстремумом функции. Точки, в которых
достигаетсяэкстремум, называются точками экстремума.

Функция может иметь экстремум только в тех точках области ее
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определения, в которых производная равна нулю или не существует.
Такие точки называются критическими точками аргумента функции

Наименьшее и наибольшее значения непрерывной функции
у = /(х) на данном отрезке [о, Ь] достигаются или в критических

точках аргумента функции или на концах отрезка [а, Ь].

Достаточное условие экстремума. Первое правию.
Если в точке х = х0 производная функции у = /(х) обращается в

нуль и меняет знак при переходе через эту точку, то /(х0) -

экстремум функции, причем:

1) функция имеет максимум в точке х0, если знак производной

меняется с плюса на минус (т.е. при х0
- ε < х < х0 f'(x) > 0, при

х0 < х < х0 + ε f'(x) < 0);

2) функция имеет минимум в точке х0, если знак производной

меняется с минуса на плюс (т.е. /'(х)<0 при х0-е<х<х0
Ч

/'(х0) >0 при х0 < х < х0 + е).

Второе правило. Если в точке х = х0 первая производная функции

у- /(х) равна нулю, а вторая производная отлична от нуля, то х0

будет точкой экстремума причем:

1) х0
- точка максимума, если /"(хо) < 0;

2) х0 - точка минимума, если /"(хс)>0.
Замечание. Пусть первая из неравных нулю в точке х0 производных

функции у = /(х) имеет порядок к. Тогда, если к - четное, то точка х0

являетсяточкой максимума, если /^(0)<0, и точкой минимума, если

/<*>(х0) > 0. Если же к - нечетное, то точка х0 не является точкой

экстремума.
Пример 1. Найти промежутки возрастания и убывания функции

Дх) = х3-|х2-6х + 4.

Решение. Находим первую производную:

/'(х) = Зх2 - Зх - 6 = 3 (х2 - х - 2).

Производная обращается в нуль, когда х2-х-2 = 0, откуда

х, = -1. х2 = 2. Эти точки делят бесконечный интервал на три

интервала:(-»,-1). (-1.2), (2. «>). Исследуем знак производной в каждом

из этих интервалов.
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Если jc < — 1, то /'(·*) = 3(дг -х-2) = 3(х + 1)(х-2)>0, так как

(х +1) < 0 и (х - 2) < 0. Следовательно, функция возрастает в

промежутке
Если -1 < х < 2, то /'(х) = 3 (х +1) (х - 2) < О, так как (х +1) > О,

(х - 2) < 0, поэтому функция убывает в промежутке (-1,2).

Аналогично убеждаемся, что функция возрастает в промежутке

(2,~).

Заметив, что Иш /(х) = -°о, lim f(x) = +«, строим эскиз
X —► — «■» .г—м-<*

графика (рис. 3.6).

Рис. 3.6

Пример 2. Исследовать на максимум и минимум функцию

/(х) = -х3--х2 -6х + 2—.
3 2 3

Решение. Находим первую производную:

/'(λ) = χ2 -х-6.

Производная всюду непрерывна. Найдем точки, в которых она

обращаетсяв нуль: х2 - х - 6 = 0.

Критическими точками аргумента функции являются точки

X, =-2, х7 *3.

С помощью первой производной исследуем критические точки
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Так как

f'(x) = x2-x-6 = (χ + 2) (х - 3),

то при х<-2 имеем /'(*)>0 (ибо х + 2<0, х-3<0); при

-2<х<3 имеем /'(х)<0 (ибо х + 2>0, х-3<0).

Таким образом, при переходе (слева направо) через значение

х,
= - 2 производная меняет знак с плюса на минус. Следовательно, в

точке х, =
- 2 функция имеет максимум, а именно

шах/(х) = /(-2) = \ (-2)3 - j (—2)2 - 6 (-2) +1 = 10.

Исследуем вторую критическую точку х, = 3: при
- 2 < х < 3

/(х)<0; при х>3 /'(х)>0 (ибо х + 2>0, х-3>0), значит при

переходе через точку х2 = 3 производная функции меняет знак с

минусана плюс. Это означает, что функция в этой точке имеет минимум,
а именно

тт/(х) = /(з) = !.з,_!.32_6.з+8 5

3 2 3 6

На основании проведенного

исследования строим график
функции (рис. 3.7).

Замечание Пользуясь
первымправилом, нужно всегда иметь в

виду локальный характер экстремума.

Исследуя знак первой производной,
нужно рассматривать точки слева и

справа от критической точки и

достаточноблизкие к ней. Если в данном

примере для Х| = —2 взять

достаточноудаленные точки (например,
х > 3 ), то окажется f\x) > 0 при

х<-2 н /'(х)>0 при х>-2 (к

примеру при х = 4 ) Отсюда можно

было бы сделать неверный вывод о

том. что в точке Х| = — 2 экстремума

нет.

Пример 3. Исследовать на

экстремум функцию
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/(χ) = 1χ4-2χ3+-^χ2-6χ-Λ
Решение. Будем пользоваться вторым правилом достаточного

условияэкстремума. Находим первую и вторую производные:

/'(х) = х3 - 6х2 +11х- 6, /"(х) = Зх2 - 12х + 11.

Точки экстремума ищем среди критических точек, т. е. точек, для

которых /'(х) = 0. Первая производная обращается в нуль, когда

х3 -6х2 + 11х-6 = 0.

С помощью теоремы Безу можно установить, что х = 1 есть корень
последнего уравнения. Заметив это и разложив левую часть уравнения
на множители, получим

х3 - 6х2 +11х - 6 = (х — 1) (х2 — 5х + 6) =

= (х-1)(х-2)(х-3) = 0,

откуда

х, = 1, х2 =2, х3 = 3.

Исследуем знак второй производной при этих значениях х:

/"(1) = 312 —12 1 + 11 = 2>0;

/"(2) = 3· 22 - 12 · 2 + 11 = -1 < 0;

/"(3) = 3·32-ΐ2·3+11 = 2>0.

Следовательно, х = 2 есть точка максимума, х = 1 и х = 3
являютсяточками минимума. Найдем значения экстремумов:

т*п/(х) = /(1) = 1.14 -2 13 + — 12-6 1 + - = 0;
4 2 4

тах/(х) = /(2) = 1-24 -2 23+ —-22-6 2 + - = -;
4 2 4 4

min/(x) = /(3) = i.3<_2 З3 +— 32 -6 3 + - = 0
4 2 4

График функции изображен на рис. 3.8.
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УА Пример 4. Исследовать на

экстремумфункцию

Решение. Находим первую

производную:

/(*) = (*- 2) Л7.

О 12 3

Производная обращается в нуль

Рис. 3.8 в точке х· =
—, в точке х, =0 она

'5 2

не существует (обращается в бесконечность). Следовательно, критиче-
4

скими точками являются точки х. = — и х7 = 0.1
5

2

V

Исследуем характер критических точек. Так как /'(х)<0 при

4
, 4 4

χ< — (х>0) и /'(*)> 0 при х>у, то ■*!=—-точка минимума,

Далее, поскольку /'(х)>0 при х<0, /'(х)<0 при х>0

причем

min/(x) = / 16__63/1б
25

~

5 V 25

J, то ПРИ х2 = 0 функция имеет максимум, причем

шах/(х) = /(0) = 0.

Уь Заметив, что в точке х2 = 0

функция непрерывна и

касательнаяк графику совпадает с

осью Оу, строим графикфункции(рис. 3.9).
Пример 5. Найти

наибольшееи наименьшее значения

функции /(х) = 2х3 - 6х + 5 на

5 3
отрезке —, —

2
’

2
'

Рис. 3.9 Решение. Находим экстре¬
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мумы функции:

f'(x) = 6х2 -6 = 6 (х2 - I);

/'(*) = 0, 6 (дс2 - 1) = 0, jc, = -1, х2 = 1;

/"(*) = \2х, /"(- О < 0, /"(1)>0.

Следовательно, в точке х, =
— 1 функция имеет максимум, причем

шах/(х) = /(-1) = 2 (-1)3 - 6 (-1) + 5 = 9,

в точке х2 = 1 минимум, причем

min/(x) = /(l) = 2 I3 -6 1 + 5 = 1.

Вычисляем значения функции на концах отрезка:

f[~~ =2 -~\ -6| -- + 5 = -11

+ 5 = 2-,
4

f 5) '_5V ( 5 λ
— = 2

V 2) , 2J 6l 2 j

'3' MV (3
/ =2 - -6 -

ч2, \2 U
Таким образом, наибольшее значение данной

функции на рассматриваемом отрезке есть

/(-1) = 9, а наименьшее /И-π-ί
V 2) 4

(рис. 3.10).
Пример 6. Данное положительное число а

разложить на два слагаемых так, чтобы их

произведениебыло наибольшим.

Решение. Обозначим через х первое

слагаемое,тогда второе равно а-х. Их произведение

представляет функцию от х:

f(х) = х (а - х) = ах
- х2.

Исследуем эту функцию. Найдем производ¬
ные

Рис. 3.10 f'(x) = a-2x, /"(*) = - 2.

Первая производная равна нулю, когда а-2дс = 0 или х = —. Так
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как вторая производная отрицательна, то при х = — функция прини-

а
мает наибольшее значение. Второе слагаемое также равно

Пример 7. При каких размерах коробка (без крышки),изготовленнаяиз квадратного листа картона со стороной а, имеет наибольшую
вместимость?

Решение. Для изготовления коробки необходимо по углам листа

вырезать квадраты и загнуть выступы получившейся крестообразной
фигуры. Обозначим сторону вырезанного квадрата через х, тогда

сторонаоснования коробки будет а-2х. Объем коробки выразится

функцией V = (а-2х)2х = (а2 -4ах + 4х2) х = а2х-Лах2 +4х3, кото¬

рая определена в промежутке
Л °'§
Дифференцируя функцию V, получим:

V' = a2 -Sax + ]2x2; V" = -8a + 24x.

V' = 0, когда а2 -8ах + \2х2 = 0, откуда

а

*2 =

Полученные значения х подставляем в выражение для второй
производной:

V = -8а + 12а = 4а > 0;
\

/

= - 8а + 4а = - 4а < 0.

Следовательно, наибольший объем будет при х = —. Основанием

коробки является квадрат со стороной
2

3
а.

Задачи

Определить промежутки возрастания и убывания функций:

1. у-х2 -4х + 4. 2. у = 6-Зх2 -X3.

3. у = ех. 4. у = х4-2х2.

Исследовать на экстремум функции:

5. у = х3 +6х2 +9х + 2. 6. у =
(1-х2)2
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7.
а

у = 4
„

Ιηχ
8. у =

Найти наибольшие и наименьшие значения функций в промежутке

[-2,2]:

9. у --х2. 10. у = -х3.

Найти наибольшие и наименьшие значения функций:

11· У — 12. у =
-

1 + х“ 1 + х

13. Среди всех прямоугольников, имеющих данный периметр 2а,

найти тот, площадь которого наибольшая.

14. Какой из прямоугольных треугольников с заданным

периметром2р имеет наибольшую площадь?
15. Боковые стороны и меньшее основание трапеции равны по

10 см. Определить ее большее основание так, чтобы площадь трапеции
была наибольшей.

16. В данный эллипс вписать прямоугольник наибольшей площади
со сторонами, параллельными осям эллипса.

17. Открытый сосуд состоит из цилиндра, заканчивающегося снизу

полусферой; толщина стенок постоянна. Каковы должны быть размеры
сосуда, чтобы при данной вместимости на его изготовление пошло

минимум материала?

Ответы

1. Убывает в интервале (—«>,2), возрастает в интервале (2,»).
2. Убывает в интервале (-“,-2) и (0, <»), возрастает в (—2,0).
3. Возрастает в интервале (-оо,»). 4. Убывает в интервалах -1) и

(0,1), возрастает в интервалах (-1,0) и (!,«»). 5. min/(x) = /(-l) =

= -2, тах/(дг) = /(-3) = 2. 6. тах/(*) = /(0) = ^-, min/(x) =

= /(-1) = /(1) = 0. 7. Экстремума нет. 8. max/(х) = /(е) = — = 0,37. 9. 0;
е

— 4, 10.8; —8. 11. 1; 0. 12. 1; 0. 13. х = у
—
—

(квадрат).
2

14. Равнобедренный. 15. 20 см. 16. α V2, byf'.2, где а и Ь -

полуоси эллипса.
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§ 3.4. Выпуклость и вогнутость кривой. Точки перегиба.
Асимптоты кривой.

График функции у = /(х) называется вогнутым вверх (или
выпуклымвниз) в промежутке (а, Ь), если соответствующая дуга кривой

расположена выше касательной в любой точке М [х, /(х) ] этой дуги

(рис. 3.11).

График функции у = /(х)
называетсявогнутым вниз (или
выпуклымвверх) в промежутке (а, Ь),
если соответствующая дуга кривой

расположена ниже касательной,

проведенной в любой точке

М[х,/(х)] этой дуги (рис. 3.12).

Достаточное условие

вогнутости (выпуклости)
кривой: если втораяпроизводнаяфункции у = /(х)

положительнавнутри промежутка (а, Ь), то график функции вогнут вверх в

данном промежутке; если вторая производная f"(x) отрицательна

внутри промежутка (о, Ь). то график функции у = /(х) вогнут вниз

в этом промежутке. (Сравните эти условия со вторым правилом
нахожденияэкстремума).

Точкой перегиба непрерывной
кривой у = /(х) называется точка

M0[x0,f(x0) ], при переходе через

которую кривая меняет свою

вогнутостьна выпуклость или наоборот
(относительно, например,
направлениявниз). Для абсциссы точки

перегиба х0 графика функции

у = /(х) вторая производная

/"(хо) равна нулю или не

существует.Точки, в которых /"(х0) = 0

или /"(х0) не существует, называются критическими точками 2-го

рода.
Если вторая производная функции у = /(х) при переходе через
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критическую точку х0 меняет знак, то М [х0, У(х0) ] - точка перегиба.

Асимптоты кривой
1. Асимптотой кривой называется прямая, к которой
неограниченноприближается точка кривой при неограниченном удалении ее от

начала координат.
2. Если

Иш/(дг) = оо, (3.12)
X —>0

то прямая х = а является вертикальной асимптотой кривой y = f(х).
3. Если существуют пределы

lim = A|, lim [f(x)-k\x] = b\ (3.13)
χ—» + “ X *-» + —

ИЛИ

fix)
lim = кг, lim [f(x)-k2x] = b2, (3.14)
!-»-« X I-»-*

то прямая y=k]x + b] есть правая наклонная асимптота кривой

у = fix), а прямая у = к2х + Ь2 есть левая наклонная асимптота.

4. Если в правой части уравнения кривой у = f(x) можно

выделитьлинейную часть

у
= f(x)= кх + Ь + <х(х), (3.15)

где а(х)—>0, когда х—>±°°, то прямая у = кх + b является

асимптотой.
Пример 1. Найти интервалы вогнутости и выпуклости, а также

_

точки перегиба кривой Гаусса у = е

“

.

Решение. Находим первую и вторую производные:

у' = -2хе~*\ у" = (4х2-2)е~х\

Приравняв нулю вторую производную, получим критические точки

2-го рода:

1 1

Л'
*2~
Л

Эти точки разбивают числовую ось на три интервала:
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( 1 Ϊ ( 1 I Ί ( 1 Ϊ
Л~

— ОО

W ,

Так как ь первом и третьем интервалах вторая производная

положительна,т. е.

у" > 0 при
- оо < х < -

и·
> 0 при X >

V2

то в этих интервалах кривая вогнута

вверх. Поскольку у" < 0 при

1

Ίϊ
< х <

7Г
\

то в интервале

I
кривая вогнута вниз

(рис. 3.13). Точки
1 1 \

1 j_
V?’ -Те,

Пример 2.

Решение.

являются точками перегиба

Найти точку перегиба графика функции /(х) =

Производные функции имеют вид:

/'(*)* Зх2, /"(*) = 6х.

Вторая производная равна нулю при х = 0 и меняет знак в этой

точке: /"(х) < 0, если х < 0, /"(х) > 0, если х > 0.

Следовательно, х = 0 есть точка перегиба. Из двух последних

неравенстввытекает также, что график функции является выпуклым

вверх при х < 0 и выпуклым вниз при х > 0. Кривая изображена на

рис 1.6.

Пример 3. Найти точки перегиба графика функции у = 1/х-\.
Решение. Находим производные:

2 -- -2’

= -— (х- 1) з = ■

9 9\j(x-1)5

Вторая производная в нуль нигде не обращается Эта производная
не существует при х,.= I (знаменатель дроби обращается в нуль). По-
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смотрим, меняет ли знак у" при переходе через точку Х| = 1.

Так как

у" > 0 при х < 1,

у" < 0 при х > 1,

то точка Л/0(1,0) есть точка

перегиба.Касательная в этой точке

параллельнаоси ординат (рис. 3.14),
так как первая производная при
х = 1 обращается в бесконечность.

Пример 4. Найти асимптоты кривой /(х) =
х2 + 1

Решение. Так как

.. х2-И
lim
*-»0 X

то прямая х = 0 является вертикальной асимптотой (см. формулу
(3 12».

Далее,

у, .
х2 + 1 1

. .

/(х) = = х + — = х + а (х),
х х

где а(х)—>0 при х—»±«.

Таким образом, прямая у-х (см. формулу (3 15)) будет
асимптотойКривая изображена на рис. 3 15.

з
X*

Пример 5 Найти асимптоты кривой у =
1 - х'

Решение. График этой функции имеет две вертикальныеасимптотых = -1, х = 1, так как

lim —-—- = lim — *—, = «>.

l-x* »-*i l-x*

Выделяя целую часть функции путем непосредственного деления

или с помощью следующих простых преобразований, получаем

_

X3 х3-х + х х(х2-1)+х_ х

У~Т^7~ ι-х2 в-дг+|Т7'
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Сравнивая с формулой (3.15), заключаем, что прямая у = -х явля

етод^наклонной асимптотой (рис. 3.16).
Замечание. Вертикальные асимптоты кривой следует искать там, где

знаменатель функции обращается в нуль.

Пример 6 . Найти асимптоты кривой у =

Решение. Приравнивая знаменатель нулю, получаем две

вертикальныеасимптоты: х = -1, х = 1.

По формулам (3.13) и (3.14) ищем наклонные асимптоты.

Имеем:

у х‘
к = lim — = lim —: -■ = 1:

X χ1 —1

b = lim (y-x)= lim ——i- -—-= 0.
M+“ *->+- Vi2-1

Следовательно, прямая y-x является правой наклонной асимптотой.

Далее,

Λ, = lim — = -1, ft, = lim {у-х) = 0,

поэтому у = -х также будет асимптотой (рис. 3.17).
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Вторую наклонную асимптоту
можно было получить, исходя из

симметрии кривой относительно

оси Оу.

Задачи
Найти интервалы вогнутости и

точки перегиба графиков функций:

1. у=\пх.

2. у = х3 -6х2 + 9х + 5.

3. у =
— хА - хг + 2.
8

Найти асимптоты кривых:

5. у = -1—.
х + 3

7. у =
х2+8х-6

9. у=ех.

Л 3 X

4. у = х +—.
4

8. у.
х + 4

2„2 , „2..2 2 2
10. Ь х~ +а у~ = х'у

Ответы

1. Кривая вогнута вниз. 2. В промежутке (—°°, 2) кривая вогнута вниз, в

промежутке (2, «*>) -

вогнута вверх, М (2, 7) -точка перегиба. 3. М (0, 2),

N
4 22 ^
3’ 27

-точки перегиба. 4. М (0, 0), N (-2, -4). 5. х = -3.

6. х = -4, х = 4. 7. х = 0, у = х + 8. 8. х = - 4, _у = х-4. 9. у = Ι-

ΙΟ. х = ±α, у = ±6.

§ 3.5. Исследование функций и построение их графиков

Исследование функций можно проводить по следующей схеме:

1. Найти область существования функции.
2. Исследовать изменение функции при х, стремящемся к концам

промежутков области существования.
3. Найти промежутки возрастания и убывания функции, точки

экстремума.
4. Вычислить значения экстремумов.
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5. Определить интервалы выпуклости и вогнутости графика,найтиточки перегиба.
6. Найти точки пересечения графика функции с координатными

осями.

7. Найти асимптоты графика функции.
По результатам исследования можно построить математически

грамотный эскиз ее графика.
Если исследуемая функция четная или нечетная, достаточно

исследоватьфункцию и построить ее график для положительных значений

аргумента из области определения.

Иногда порядок исследования целесообразно выбирать, исходя из

конкретных особенностей данной функции.

и построить ееПример 1. Исследовать функцию /(х) = —

*
* 1-3

график.
Решение. Пользуемся схемой исследования функции.

1. Функция не определена лишь в точках, где знаменатель

обращаетсяв нуль. т. е. при х, =
- VJ, х2 = ->/з. Следовательно, область

определения состоит из трех интервалов : (—,->/з), (-Я.Щ

2. Исследуем изменение функции при х, стремящемся к концам

интервалов области определения:

Иш linj_
х—»-v3-0

lim_ —

►-V3+0 χ
+ <*>.

lira —

T-*V3-0 X

x x
,

I'm —, = +°°, Ига — = +<*».

x—»v3+0 x — 3 x—>+·» χ1 —3

3. Точки экстремума ищем среди критических точек, т.е. таких

точек, где первая производная обращается в нуль. Находим производ¬

ные данной функции:

/го
Зх2(х2 -3)-2хх3 х4 — 9х2 х2(х2 -9)

(х2-3)2 "(х2 -3)2
"

(х2-3)2
’
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/"(*)=

β
/

χ4-9χ2
'

6χ(χ2+9)
(χ2-3)2

~

(χ2 -3)3
'

Первая производная обращается в нуль, когда х2(х2-9) = 0,

откудаX! =
- 3, х2 = 3, х3 = 0. Исследуем знак второй производной при

этих значениях х:

/"(— 3) =
6(-3)(9 + 9)

(9 — З)3
<0, /"(з) =

6 3(9 + 9)

(9-3)3
>0, /"(0) = 0.

Таким образом, дс = — 3 является точкой максимума, х = 3 - точкой

минимума.

Поскольку /"(0) = 0, обращаемся к первому правилу нахождения

экстремума. Если х достаточно мало по абсолютному значению, то

/'(х)<0 при х<0 и х > 0, так как х2>0, (х2-3)2>0,

(х2 - 9) < 0. Знак первой производной при переходе через точку х = 0

не меняется, поэтому данная точка не является точкой экстремума.

Определим интервалы возрастания и убывания функции с

помощьюпервой производной. Так как

/'(*)
х2(х2 - 9)

(х2-3)2
>0,

когда | х | > 3, т. е. при -»<х<-3, 3 < х < + «>, то функция
возрастаетв промежутках (-<*>,-3), (3,+ ~). Так как

х2(х2 - 9)
/ (х)=—\ ^<0,J 7

(X -З)2

когда |х | < 3, т. е. при -3 < х < 3, то функция убывает в промежутках

(-3,-7з), (-V3, VJ), (л/з, з). (Заметим, что в точках *—V3,

х = V3 производная не определена, как и сама функция.)
4. Вычисляем значения экстремумов:

... З3 27 9
Уmax ~ У (3) ~

9 _ 3
—

6
-

2’
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■Уmin У ( 3)
(-3)3
9-3

27

6

9

2'

5. Определяем интервалы выпуклости и вогнутости графика
функции и точки перегиба. Вторая производная равна нулю при х = О

и меняет знак при переходе через эту точку. В самом деле, при х,
достаточномалых по абсолютной величине, получаем

/"(*) =
6х (х2 + 9)

(*2-з)3
>0 при х < 0,

/"(х)
6х(х2+9) п

г г— < 0 при х > О,
(*2-з)3

так как (х2+9)>0 и (х2-3)3<0. Следовательно, точка 0(0,0)

являетсяточкой перегиба. Так как /'(0) = 0, то касательная в этой точке

совпадает с осью Ох.

Вторая производная не определена при х, =
- V3, х2 = л/з, т. е. в

точках, в которых не определена и сама функция. Так как /"(х)<0,

когда -
ев < х < - >/3, 0< х < >/з, /"(*) > 0 при -V3<x<0,

V3<X<~, то график функции вогнут вниз в интервалах (-»,-V3j,
(о, VJ) и вогнут вверх в интервалах VJ, о), ^>/з,

6. Для нахождения точек пересечения графика функции с

координатнымиосями необходимо решить системы уравнений:

У-—Т;
х -3

У = 0;

•V
х2 - 3

х = 0.

Обе системы имеют одно и то же решение: х = 0, у = 0. Таким

образом,график функции пересекает координатные оси в начале

координат.
7. Находим вертикальные асимптоты. Поскольку

Jifc-o х2 -3
linT —

,*-V3+n t* -3

■ = +c
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!5?-.тг ; *im -

x-»V3+0 χ

+ °°,

то прямые x = —л/з и x = V3 являются вертикальными асимптотами

графика функции.
Данную функцию путем непосредственного деления можно

представитьв виде

/(*) = Игл = 0,

поэтому в соответствии с формулой
(3.15) заключаем, что прямая у = х

является наклонной асимптотой. На

основании полученных результатов

можно построить график функции
(рис. 3.18) Полезно

предварительнорезультаты исследования свести

в таблицу (см. стр. 135).
Замечание. Функция

х3
у =

— является нечетной, поэто-

х2 -3
му исследование ее можно провести

лишь для х > 0. График нечетной

функции симметричен относительно

начала координат.

Пример 2. Построить график функции /(х) = х3-Зх.
Решение.

1. Функция определена при всех х, т. е. областью ее

существованиябудет бесконечный промежуток (-«>, +»).

2. На концах промежутка получаем:

lim (х3-Зх) = -«, lim (х3-Зх) = +«.
X —► + Ж»

3. С помощью производных

/'(*) = Зх2-3, /"(*) = 6х
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Таблица

X -3 (-3. -Л) -V5 (-Л.о) 0 (о.Л)
' '

Л (Л.з) 3 (3.J-)

У
- - -

Не

суще¬

ствует

+ 0 -

Не

суще¬

ствует

+ + +

/ + 0 -

Не

суще¬

ствует

- 0 -

Не

суще¬

ствует

- 0 +

У - - -

Не

суще¬

ствует

+ 0 -

Не

суще¬

ствует

+ + +

Вывши Функция

возрастает,

график

вогнуГ ВИН]

Точка

макси¬

мума

З'тах*

9

=~2

Функция
убывает,
график
вогнутвниз

Верти¬
кальная

асимптота

*=-л

Функция
убывает,
график

вогнут вверх

Точка

перегиба

Функция

убывает,

(рафик

вогнут вню

Верти¬
кальная

асимптота

Х=Л

Функция
убывает,
график

вогнут вверх

Точка

минимума
9

vimn-y

Функция
возрастает.

график

вогнут

вверх

Примечания: 1. График функции имеет наклонную асимптоту у = х.

2. График функции пересекает координатные оси в начале координат.



находим критические точки аргумента функции и исследуем их

характер.Имеем:

Зх2 -3 = 0, х2 - 1 = 0, х, = -1, х2 = 1,

/"(-1) = 6(-1) = -6<0, /"(1) = 6>0.

Следовательно, х = -1 - точка максимума, х = 1 - точка

минимума.
4. Вычислим значения экстремумов:

3'шах=>'(-1) = (-1)3-3(-1) = -1 + 3 = 2;

3,тш= У (1) =13-3· 1 = 1 - 3 = - 2.

5. Определим критические
точки аргумента производной,

решая уравнение /"(х) = 0.

Имеем6х = 0 или х = 0. Если х < 0,

то /"(х) < 0, если х > 0, то

/"(*)> 0-

Таким образом, х = 0 -

абсцисса точки перегиба.
6. Найдем точки пересечения

с координатными осями. Решая

систему у = х3 - Зх, у = 0,

получаемточки пересечения кривой с

осью Ох\ М{ (-л/з, о), Λ/2(θ,θ), Мъ(у[ь, oj. Система = х3 - Зх,

х = 0 новых точек не дает, получаем известную уже точку Л/2 (0,0).
7. Данная кривая асимптот не имеет (рис. 3.19).
Замечание Функция /(х) = X3 — Зх является нечетной, поэтому ее

исследование достаточно было провести для х > 0.

Пример 3 . Построить график функции у = 4х2 - х4 - 3.

Решение.

1. Фу нкция определена для всех х, т. е. в промежутке (-«>, + <»).
2. На концах промежутка имеем:

Рис. 3.19
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lim (4x2 — x4 — 3) = —

■»; lim (4x2 — x4 — 3) = —».

i—»“>

3. С помощью производных

y' = 8x-4x3, у" = 8 - 12x2

находим критические точки и исследуем их характер.

Первая производная обращается в нуль, когда

8х - 4х3 = 0 или 4х (2 - х2) = О,

откуда

х, =0, х2 = -VI, х} = VI.

Исследуем знак второй производной в полученных точках:

/'(0) = 8> 0, /'(-VI) = /'(VI) = 8- 12 2 = -16< 0.

Следовательно, х,=0-точка минимума, х2 = -VI, х3 = VI
точки максимума.

4. Вычисляем значения экстремумов:

У„-у(-Л)=уШ=

УмтшУ(°)ж-3·

5. Решая уравнение /"(х) = 0, находим критические точки

аргументапроизводной. Получаем

1 ■> VI VI
8- 12х2 = 0, 4(2-Зх2) = 0, х, = -~, х2 =~.

VI V3

Принимая эти значения, вторая производная меняет знак. В самом

VI VI VI VI
деле, если —1=<х<—1=, то / (х)>0, если х<—?=· и х>—;=·, то

VI VI VI VI
VI VI

/"(х)<0. Следовательно, х, =--^=·, х2 = -^=г
- абсциссы точек

перегиба.Ординаты последних находим из уравнения у
- 4х2 -

4 ,
8

-X -3, получаем у, = у2 =--·
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6. При х = 0 получаем у = -3, т. е. график функции пересекает

ось Оу в точке М (0,-3). При

Рис. 3.20

Пример 4.

фик.
Решение.

у = 0 имеем 4х’-х‘-3 = 0.

Решаяэто биквадратное уравнение,

находим: х, =-VJ, х, = -1,

х, =1, х, = V3. Таким образом,

точки М. V?, oj, Л/, (-1,0),

Л/, (1,0), Л/, № о) являются

точками пересечения с осью Ох.

7. Данная кривая асимптот не

имеет, график ее изображен на

рис. 3.20.

Исследовать функцию х2 = у2 +х* и построить ее гра-

Разрешая данное уравнение относительно у, получим

у = ±хл1\-х2 .

Исследуем функцию у = х\ 1 - х Эта функция определена при

1-х2 £ 0 или х* £ 1, т. е. при -1 £ х £ 1, область ее существования
-

сегмент [-1,1]. Следовательно, график функции будет целиком

помешатьсяв полосе между прямыми х = — 1 и х = 1; слева от прямой

х = -1 и справа от прямой х = 1 не будет ни одной точки графика.

Функция равна нулю при х = -1 и х = 1.

Находим производные функции:

,
1 - 2х2 „

х (2х3 - 3)
у = у =

I
Vi-χ3 Vo-*3 )3

Заметим, что у' = -«» при х = 1. Это означает, что касательная к

графику в точке х = 1 параллельна оси Оу.
Определяем критические точки аргумента функции и исследуем их

характер:

/ = 0,
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Л \ ) Ч Sij

Λ-1Ί)—γγ—ΤΪ7 4>0

1 г 1 Y 1
VI

2

■

l"vij "3

-

1-

VI,

Следовательно, χ =—^ = -0,7 - точка минимума и х, = -]=
V2 \2

точка максимума функции.
Вычисляем значения экстремумов:

Угшп
= У

1 1 ' 1
^

VIJ V2V1 VI, 2

' I
^'

1 1

Vvirvii'lvi
_1_
2'

Решая систему уравнений у = x Vl —
, у = О, находим точки

пересечениякривой с осью Ох: М (-1,0), 0(0,0), (V(l, 0). Точка

О (0,0) будет также единственной точкой пересечения с осью Оу.
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График функции у = хч!1-х2 изображен на рис. 3.21, а, графики

функций у = ±хл/l-x2 на рис. 3.21, б. В точке 0(0,0) кривая
пересекаетсебя, эта точка называется узлом.

Замечание. Для построения графика достаточно было исследовать

функцию в промежутке [О, I], так как график симметричен относительно ко¬

ординатных осей (х и у входят в уравнение только в четных степенях).

Пример 5 . Исследовать функцию у = 1п
х — 1

х + 1
и построить ее

график.
Решение. Функция не определена при х - -1 и х = 1. Область

существования функции состоит из трех интервалов: (-<>·, -I), (-1,1),

(!,+“)·
На концах интервалов области существования имеем:

lim In
jc-1 х -1

= 0, lim In
х+1 х—1 х+1

х- 1 x— 1
lim In

х+1
= -<», lim In

х+1х—> 1 X—>+·

Производная функции

х +1

-1

х— 1

х + 1

2

х2 -1

не равна нулю ни в одной точке. Производная не существует, если

х2 - 1 = 0, т. е. при х, = -1 и х2 = 1, но в этих точках не определена и

сама функция. Следовательно, данная функция экстремумов не имеет.

При х < — 1 у' > 0, при -1 < х < 1 у' < 0, при х > 1 у' > 0, откуда

следует, что функция возрастает в интервале (-«,-1), убывает в

интервале(-1,1) и возрастает в интервале (1, + «>).

Вторая производная

У
4х

(*2-1)2

обращается в нуль при х = 0. Если х < 0, то у" > 0, при х > 0

у" < 0, следовательно, х = 0 - абсцисса точки перегиба.
Так как
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lim In
х-1

= +°°, lim In
х -1

х->-1 х + 1 х + 1

то прямые х = — 1, х = 1 являются вертикальными асимптотами.

х- 1

Поскольку функцию у = In
х +1

можно представить в виде

у = 0 + 'л
х -1

х + 1
где lim In

Г—» 00

х- 1

7+7
= о,

то в силу формулы (3.15) график кривой имеет и горизонтальную

асимптоту у
— О (рис. 3.22).

Пример 6. Построить график функции у ■I

Производная

125-х3

Зх

Решение. Функция принимает

действительные значения, когда

125— т3
1— £ О, откуда 125 - х3 £ О,

Зх

х £ 0 или 0 £ х й 5. Аргумент х

может принимать только

положительныезначения, ибо при х < О

подкоренное выражение будет

отрицательным.При х = 0 функция
не определена. Следовательно,

областьюопределения является

полуинтервал(0,5].

125 + 2х3
_

1
'

х

t
/

6х2у 2{у х,

всегда отрицательна, функция убывает. При х—>5 производная

у'—»-оо (касательная параллельна оси Оу).

Вторая производная

у" = \Ку-ху')
1 1

у

обращается в нуль, меняя знак, при х У = ■^=·
= 3,15 (точка перегиба),
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при этом у' = -1. График функции изображен на рис. 3.23.

Пример 7. Построить график функции у = V6х2 - х3.

Решение. Функция определена и непрерывна при всех х. Первая
производная

12х - Зх2 4-х

У

3^/(6х2 - х3)2 Vх (6-х)2

существует всюду, за исключением точек х, =0, х2 = 6.

Исследуем предельные значения производной при х, стремящемся
к нулю слева и справа:

lim
х-»-0

4-х

V^V(6-x)2
lim

4-х
■=+00,

при х < 0 у' < О, при х > 0 />0, следовательно, функция имеет

минимум в точке х = 0, причем ymin = 0.

Рассмотри критическую точку х2 = 6.

При х—>6-0 у'—>-<», при х—>6+0

такжеу'—>-оо, т. е. производная отрицательна

слева и справа от точки х2 = 6, поэтому в

данной точке экстремума нет. В этой точке

функция убывает, касательная к кривой в

точке х2 = 6 вертикальна.

При х = 4 производная обращается в

нуль. Так как при х < 4 у' > 0, при х > 4

у' < 0, то х = 4 - точка максимума, причем

= 2^4.
Таким образом, в промежутке (-«>, 0) функция убывает, в

промежутке(0,4) -

возрастает, в промежутке (4, + <») - убывает.

Определяем точки перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости
g

кривой. Вторая производная у" = -
— - в нуль не обращается ни

χ3(6-χ)3

в одной точке, в точках х = 0 и х = 6 она не определена.

Исследуем знак второй производной вблизи этих точек. Так как

у" < 0 при х < 0 и при х > 0, то кривая выпукла вверх слева и справа от
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точки с абсциссой х = 0 и,

следовательно,точка О (0,0) не является точкой

перегиба; с другой стороны, О-точка

минимума (такая точка называется

точкойвозврата).
При х <6 имеем у" < 0, при х > 6

у" > 0, поэтому точка (6, 0) является

точкой перегиба.
Определим асимптоты кривой:

к= lim lim
^6х *

= lim з/--1 = -1;
1Ч±* JC X—¥±оо X X—►±«>1 X

Ь— lim [у — Ах] = lim Г^бх2 -х3 + *1 =
1-»±» x-»±-L J

= lim
6х2 - х3 + х3

= 2.
- »*- V(6x2-x3)2 - xV6х2—х3 +х3

Следовательно, прямая у=-х+2 является асимптотой кривой

у = */бх2-х3 (рис. 3.24).

Задачи
Исследовать функции и построить их графики
1. у = х3 - 12х.

х + а
3. v = In

х-а
, а > 0.

2. у = х4 -4х2 +5

4. у2=х2+у4.

5· у=^—
х +1

7. у =

9. у = sin3x + cosJx.

11. у2 * х3.

13. v =
■

Vx2-1

6. у =
1 + х2

ех + е
х

8. у =
2

,Л
1пх

10. у = .

х

12. у2 =х(х-3)2.

14. х3 + у3 - Заху = 0.
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15. у = 8х2е х 16. у =
х1 -9

Ответы

1. Функция определена при всех х; х ——2 -точка максимума,

Утах =У(~2)- '6; х = 2 -точка минимума, ушп = у (2) = -16.

2. Функция определена в бесконечном интервале °°); =

= у = у (V2) = 1, = у (0) = 5. 3. Область определения состоит из

трех интервалов: (— «*>,
— а), (—а, а), (а, °°). В первом и третьем интервазе

функция убывает, во втором возрастает. Асимптоты: х = ± а, у = 0;

О (0,0) - точка перегиба. 4. Область определения-Ш) Кривая пере¬

секает ось Оу в точках: Л/, (0, -1), Л/2 (0,1), О (0,0), последняя точка являет¬

ся точкой самопересечения (узел).

1

5· = .v(i) = ■Уmin

= _у(-1) = -~. Асимптота: _у = 0. 6. _ртш
= у (0) = 0. Асимптота: j/=l.

Точки перегиба: м|_7зт) Кривая симметрична относи¬

тельно оси Оу. 7. Функция возрастает в промежутке (-«·,»). Точка

перегиба:0(0,0) (см. приложение). 8. Область определения (-00,00); =

= >’(0)=1. Кривая симметрична относительно оси Оу (см. приложение).
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9- = у (0) = у = у (2π) = 1, ym„ = У ] = - Ц-» 0,71;

>т.п=Г^ = :у-=0,71; утт = *(li) = j^yj = -l. 10. Область опреде¬

ления- 0 <*<«·; утях=у(е) = — ~ 0,37. Точка перегиба: М
е ι47

Асимптоты: х = 0, у = 0. 11. Область определения: 0 й х < «». Кривая

симметричнаотносительно оси Ох, состоит из двух ветвей, расположенных по

разные стороны от оси Ох и касающихся ее в начале координат. Линия эта

называется полукубической параболой. 12. Область определения 0 й х < ».

Кривая симметрична относительно оси Ох, касается оси Оу в начале коорди-

нат^Череэ точку М (3,0) кривая проходит дважды (такая точка называется

узлом). При х = 1 ут7а = 2 и _ут1П =
- 2 (рис. 3.25). 13. Область

определения:(-«*>,-1), (-1,1), (1, «*»). Кривая симметрична относительно начала

координат (рис. 3.26). Асимптоты: х = — 1, х = 1; ymiri = у = у(=- =* 1,37.
\2

14. Кривая х3 + уЪ — Ъаху = 0 называется декартовым листом. Начало

координатявляется узлом; асимптота: у
—
— х — а. Указание. Коэффициенты

А и Ь уравнения асимптоты у = кх + b находятся следующим образом:

Yk lim — = А: = — 1 определяется из соот-

~ х

( у \ V 1
ношения 1 + 1 — 1 - За г- = 0

* х2

(получено из уравнения кривой путем де-

^ ления на х3); lim (у-Ах) = 6 находится
*

X —> ев

3аху
как lim (> + х) = lim Т~~а

х—*-*- X -ху + у

15. Функция определена при всех х. Кривая симметрична относительно оси Оу,

Утхх =>(-!)= у(1) = 8е-1 - 2,91; >mm = > (0) = 0; асимптота;

О

Рис. 3.27

у — Q Точки перегиба имеют абсциссы: х, =
-

5+·/Ϊ7
-1,51;

X, я ш -0,47, Xj « 0,47, х4 ■ 1,51 (рис 3.27). 16.Область определе¬

ния: (-«,-3), (-3,3), (3, «о); асимптоты: у = 1, х = -3, х - 3, ymtx =у(0) = 0.
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Интегральное исчисление

функций одной переменной

Раздел III.

Гпава 4.

Неопределенный интеграл

Первообразной функцией для функции /(х) называется такая

функция F (х), производная которой равна данной функции, т. е.

Неопределенным интегралом от непрерывной функции /(х) или

от дифференциального выражения /(х) dx называется общее

выражениедля всех первообразных функции /(х).
Обозначение:

где F\x)-f(x). Функция f(x) называется подынтегральной
функцией,а выражение /(х) dx - подынтегральным выражением.

Свойства неопределенного интеграла
1. Производная неопределенного интеграла равнаподынтегральнойфункции; дифференциал неопределенного интеграла равен

подынтегральномувыражению:

2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторойфункцииравен сумме этой функции и произвольной постоянной:

3. Постоянный множитель можно выносить за знак

неопределенногоинтеграла:

F'(x) = f(x).

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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4. Неопределенный интеграл от ал1ебраической суммы

непрерывныхфункций равен такой же алгебраической сумме неопределенных

интетредов от слагаемых

Jl/i(*)“ /2ОО+ /i(Jf) 1 ^ ■ J/!(*)*- J/ιί-■*)А + J М о А.

Таблица простейших неопределенных интегралов

f х"*1
xmdx = - + Г (/я * — 1).

J m + 1
(4 5)

Jo-dr = C. (4 5a)

J Itfr = J ώ = х + С (4 56)

ΙχΛ=ί^=Ιηΐχΐ+<: (4.6)

1 = е* + С (4 7)

ГатЛ =—+С.
J 1η а

(4.8)

J cosx<fr = sinx + C. (49)

J sinxdx = - cosx + C. (4.10)

f 1 f A

J 2 Λ“Ι 2
= tgx + C.

J COS X 4 cos X
(4.11)

f . 2 <*-J 2
= -ctgx + C.

J Sin X 4 SU1 X

(4.12)

Г ! Иг — Г —

— arrein r+Γ = —arccosX + C . (4.13)
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(4.14)ί

ί

1 , f dx
-αχ = I -

= arctg x + C =

l + x2 Jl + x2

χ1 — 1
!—Λβ f_*_eIln
-1 j Г2-I 2

χ -1

x + 1

-arcctgJc + C,.

+ C. (4.15)

§ 4.1. Интегрирование разложением

Метод разложения основан на свойстве 4 неопределенного

интеграла.Если

/(х) = /,(х)-/2(х) + /3(х),

то

J/(x)<fr = J/,(x)<ir-J/2(x)cir + J/3(x)<k.

Пример 1. Найти интеграл J x3dx.

Решение. Применяем формулу (4.5) для случая т = 3. В

соответствиис этой формулой получаем

I x3dx =
*

3+1

+ С=—+С.
3+1 4

Пример 2. Найти интеграл
Г х4 - 2х3 + Зх2

J—?—Л
Решение. Разделив почленно числитель на знаменатель, пользуясь
свойствами 3 и 4 и формулой (4.5), находим

S
х4 -2х3 + 3х2

dx = J(x2 - 2х + 3) dx = J х2аЬс - 2j xiic + 3J dx =

x2+1 x,+1 x3
“—7-2~—r+3x + C = —-x2 +3x + C.
2+1 1+1 3

Пример 3. Найти интеграл dx.
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Решение. Раскрывая скобки и пользуясь формулой (4.5) для

случая,когда т -

отрицательное число, находим

К1’?) Л=Я'-р-+р-)Л=1Л-217-+17=
м

р
»

— 2+1
.

— 4+1

= J <Лс — 2J x~2dx + j x~*dx = x-2
Л

- + -

-2+1 -4+1

= х + 2х_|--х“3
+ С = х + - ]— + С.

+ С =

х Зх’

Пример 4. Найти интеграл J Jxdx.

Решение.

Л 1

JVx^=j x2dx = 7-—+ С
= — х2 + С = — х л/х + С.

- + 1
3 3

2

Пример 5 . Найти интеграл J ctg2 xdx

Решение.

J"ctg2 xdx = J(cosec2x- l)iir - Jcosec2 xdx- jdx =

= [ —^— dx- [ dx= — ctg jc — x + C.
3 sin2 x J

Пример 6. Найти интеграл J (αχ3 + bx~ + cx+ p) dx.

J (ax3 + bx1 + cx + p)dx = aj x2dx + bj x2dx + cj xdx

Г. a 4 Z? 3 C 2 л

+ n dx = — x+ — x+— x+px+C.
yJ 4 3 2

Решение.

dx
Пример 7. Найти интеграл I —

2
3 sin xcos x

Решение.

J
<ix

sin2 xcos2 x

f cos2 x + sin2 x
, f dx f dx

= I · 2

”

ϊ
— I 2

+
J :

~

J sin X · cos X J sin X ■» COS X

= -ctg x + tg x + C.
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f X4
Пример 8. Найти интеграл I dx.

J \ + х2
Решение. Прибавляя и вычитая единицу из х4, получаем

1Т7?Л=/_ Г(*4-0+1.Л_ Г (х2-1)(х2 + 1)

1 + х1 ■J- 1 + X3
■dx + ί—=J 1 + х2

=|(1г-|)л+/т£7=|,гл-|л+/т^г=
= ——x+ arctgx + C.

Пример 9. Найти интеграл J sin2 ^ dx.

Решение. Так как

sin2 — = — (1-cosx),
2 2

то

J sin2 ~^dx = уJ (1 - cosx) dx
=γJ dx--^j cosxdx =

~^x~
~ sinx + C.

Задачи

Найти неопределенные интегралы:

1.
f x4-3x3 + 4x2+ 6x-8 ^ 2.
J x2

3. J cos2 ~ dx. 4.

5.
f 3-4cos3x ,

1 2
dX-

J COS X

6.

7. ίψ-* 8.

9. fi 4 5 1 dx. 10
J 1 + Vl-x2,

с? . х χ'ι2 ,

I, sm—+cos— dx.

П 2 2)

J (αχ — ί>)3 dx.

dx.

J l + x'

— dx.
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Ответы

1. --—— х2+4x+61nx+—+С. 2. — xtfx2+ — у[х*+С. 3. — х +

3 2 х 5 2 2

+ — sinx + C. 4. х — cosx + C. 5. 3tgx-4sinx +С. 6. —х4-α2/>χ3 +
2 4

3 п( >\
+-ab2x2-b3x + C. 7. vx
2

4хл 2х^
2--——+ -

2л+ 1 4л+ 1

9 4arctgx + 5arccosx+C. 10. x-arctgx+C.

+ С. 8. ех- \_
2х2

+ С.

§ 4.2. Независимость вида неопределенного

интеграла от выбора аргумента функции
Л

Бели

F(x) = jf(x)dx, F'(x) — /(х), (4.16)

то

F (и) = j f(u)du. (4.17)

где ы=ф(х) - любая дифференцируемая функция отх. Формула (4.17)

получается из формулы (4.16) путем формальной замены х на и, она

дает возможность значительно расширить таблицу простейших

интегралов.На ее основании получаем:

г ыв+|
|«ЛЛ/= +С (а* 1). (4.5')
J α+1

Г —=1п1и|+С. (4.6')
J и

'

J e“du = е" + С. (4. Г)

f а*</«=— +С.
J In а

(4.8')

J cosudu - sinu + С. (4.9')

J sin udu ж - cosu+ С. (4.10')
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= tg и+С. (4.1 V )J

J

J

J

J

du

cos2 u

du

sin2 и

-ctgw+ C.

du

Vl-м2
= arcsina + C = -arccosM +

du

1 + и2
= arctg u + C = -arcctg и + C,.

du 1
“1 = T In
μ2 -1 2

и — 1

и+1
+ C.

C,

(4.12')

(4.13')

(4.14')

(4.15')

При пользовании формулами (9.5') - (9.15') необходимо иметь в

виду простейшие преобразования дифференциала:
1. dx-d(x + b), где Ь - постоянная величина.

2. dx- — d (αχ), где постоянная а Ф 0.
а

■

3. dx = — d (αχ + b), где постоянная α* 0.
а

4. х<£с = -Л(х2).
2

5. xdx = d (х2 + 6).

6. sinxiic = — d (cosx).

7. cosxrfx = dsinx.

В общем случае

φ'(χ) dx = dq> (x).

Пример 1. Найти неопределенный интеграл J (2х+ 3Ϋ dx.

Решение. На основании преобразования 3 дифференциала имеем

dx = ^d(2х+3).
Применяя формулу (9.5') для случая, когда и=2х+3, а = 2, находим

J (2х + З)2 dx = J (2х + З)21J (2* + 3) = J (2х + З)2 d (2х + 3) =
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= lil*+-?>L + c = -(2;c + 3)3 + C.
2 3 6

Пример 2. Найти интеграл J -Jx + 4dx.

Решение. Согласно преобразованию 1,

dx = d (х + 4).

1

Применяя формулу (9.5') для случая, когда и = х + 4 и а =
—,

чим

I
-+I

(дс + 4)2
J -Jx + 4dx = J(x + 4)2 d (x + 4) = j

-+C =

2
+ 1

= — (x + 4)2 + C = -(x + 4)^x + 4 + C.

Пример 3. Найти интеграл J
dx

ax + b

Решение.

f_*_= =

J ax + b J (ax + b) a* (ax + b) a

Пример 4. Найти интеграл J
xdx

x1 + 2

Решение.

t xdx r-> ^(χ2+2) 1 rd(x2+ 2) 1
,

,

I —5 = ——, =
—

5 =
— In (x~ +2)+C

Jx2+2 J x2 +2 2 J x2 +2 2

Пример 5. Найти интеграл Jtgxdx.
Решение.

ft*»k=fi!i* = -f^i) = -l„|cosr|+c.
J J COST j cosx

.. f 2x + 3 .

Пример 6. Найти интеграл I — dx.
J xl + 3x + 5

полу-
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Решение. Так как

то

d (х2 + Зх + 5) = (х2 + Зх + 5)’dx = (2х + 3) dx,

Г-2**3 — dx — [^£_±3χ + 5)
= ΐη(χ2 +3т + 5) + С

Jx2+3x + 5 J х2 + Зг + 5x +3x + 5

X

Пример 7. Найти интеграл J e^-dx.

Решение.

fe^dx = je^2d^ = 2je1d ^j = 2e1

Пример В. Найти интеграл J cos ^ <iv.

Решение.

J* cos ^ dx =J cos ^ 4^^j = 4J cos d

+ C.

= 4 sin — + C.
4

Пример 9. Найти интеграл ί —^—.
J sin- Зх

Решение.

ί_^ί_ =
Гз

=

*sin23x
*

sin23x 3Jsin23x 3

Пример 10. Найти интеграл ί——
,

J 1 + 4χ2

Зх + С.

Решение

f dx f dx If d (2x) 1
„

_

J l + 4x2 J l + (2x)2 2Jj + (2x)2 2

Пример 11. Найти интеграл Г -f-J VI-9х2
Решение.

f Л ( dx If </(3x) 1

J Vi^7=J νΤ^·=^ΤΤ^7= 3arcs,n3jf+c
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Задачи

Применяя простейшие преобразования дифференциала и

интегралов (9.5') - (9.15'), найти неопределенные интегралы:

1. J (Зх - 5)2 dx. 2. J -<j2x + 3dx.

3. JVx2 - 4xdx. 4.

и
11

5. ((. x χλ
1 sin —t- cos —

H 3 3)
6.

f xdx

J x2 + l

7. f Л
8. f Л

J 2*
sm —

2 4

Г *
. 10. f *

.

11. J Clgxdbc.

Ответы

1. — (Зх - 5)3 + С.
9

12.
Г 2х + 6_а
j х2 +6.Г+ 14

2. — (2х + З)2 +С. 3. — (х2 - 4)2 +С.
3

4. -Зе 3+С. 5. 3fsin —-cos—1 + С. 6. — In (х2 + 1) + С. 7. -2ctg
— -

V 3 3J 2 2

+С. 8. 2arctg — + С. 9. 3arcsin—+С. 10. — In
3 4

2х— 1

2х + 1
+ С.

11. ln|sinx|+C. 12. 1п(х2+6х+14) + С.

§ 4.3. Метод подстановки

Интегрирование путем введения новой переменной (метод
подстановки)основано на формуле

J/(X)* = |/[φ(')]φ'(0<Λ.
где х = φ (г) - дифференцируемая функция переменной л

Пример 1. Найти интеграл [хегЛ.
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Решение. Положим х2 = г, тогда 2xdx = dt, xdx = —. Подставляя

полученные значения в подынтегральное выражение, получим

J хе1' dx = je*'xdx = \e'f = \jeldt = ±el+C=±e*1+C.
Этот пример можно решить и по-другому (см. § 4.2):

J хех dx = j е1 xdx = J ех d (х2) = J ех d (х2) = ех + С.

Пример 2 . Найти интеграл Jх^х-2dx.
Решение. Чтобы избавиться от корня, положим

yjx-2 = t.

Возводя в квадрат это равенство, найдем х:

х = г + 2,

откуда

dx = 2tdt.

Подставляя полученные равенства в подынтегральное выражение,
находим

J jcVx-2dx = J(/2 + 2) t2tdt = J(2/4 + 4/2) dt = 2Jl*dl + 4Jt2dt =

2 - 4 -

= 2-+4- + C=-(x-2)2+-(x-2)2+C.

Пример 3. Найти интеграл [ r-—S- = dt.
·* vl + 4sinx

Решение. Положим

Vl + 4 sinx = 1,

откуда

l + 4sinx = /2, 4cosxdx = 2tdl, cos xdx = —tdt.
2

Следовательно,

j
cosx

Vl + 4 sin x
dx = i + C

2

— Vl + 4sinx + C.
2
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Пример 4. Найти интеграл Jcos2jcsin
Решение. Положим cosx = и,

откуда

-sinxdx = du, sinxifc = -du.

Таким образом,

J cos2 xsinxrfx = J u2(-du) = - J u2du = -—+ C-

cos x
+ C.

Тот же результат можно получить непосредственно (см. § 4.2):

^ J cos2 xsin xdx = J cos2 xd (-cosx) =
- J cos2 xd (cosx) =

cos3 x
+ C.

Пример 5. Найти интеграл J eanx cosxdx.

Решение. Положим

sinx = u,

откуда

cosxdx = du.

Таким образом,

J eani cosxifr = J eudu = eu + C = eanx + C.

Тот же результат получается и непосредственно:

Jе”1 cosxdx = Jeanxd (sinx) = ean* + С.

Г 'ПДГ
Пример 6. Найти интеграл I dx.

J х

Решение. Пусть
lnx = I,

тогда

— dx= dt.
х
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Следовательно,

Γ]Ξ£^=| In* — dx = ftdt = —+ C = -ln2x + C.
J x J x J 2 2

Пример 7. Найти интеграл I —
J si

dx

sin* cos*

Решение. Разделив числитель и знаменатель на cos2 х, получим

1

J cos2 *

Положим

тогда

Таким образом,

sin* cos* tg*

tg* = t,

1

COS X

dx-dt.

dx

f——=f-^=f- = ln|,| + C = ln|lg^+C.J sinxcos* J tex it
' 11

sinxcos* J tg*

f dx
Пример 8. Найти интеграл I .

J sin*

„ „
*

Решение. Полагая — = t, получаем

f dx _f dx f y2J f dt
_

J sin* J - . x x J.* * J sin r cost
2 sin —cos— sin —cos —

2 2 2 2

= In tg/ +C = In
*

‘S2 + c.

Пример 9 . Найти интеграл J Va2 -*2 dx (a > 0).

Решение. Применим тригонометрическую подстановку

* = acost.
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Имеем

dx = -asintdt.

Следовательно,

I Vo2 -X2 dx = Jyja2 -a2 cos21 (-asinf) dt =

= - a2 J V1 - cos21 sintdt = -a1 J sin2 tdt = -a2J-—dt =

a2 f a2 f a2 a2
= I dt +— I cos2tdt = 1H sin2f + C.

2 J 2 J 2 4

Возвращаемся к исходной переменной х. Так как х = acost, то

Л
X X
— = cost, t = arccos—.

а а

Далее,

sin 2Г = 2 sin г cos f = 2 л/l - cos21 cost =

x2 X x a2-x2 2x Γ~2 Г
= 2Jl j =2~y

— =—<a -x ■

V a a a V a‘ a*

Таким образом, окончательно получим

.2 2
f / 2 ■>

j
а“ а

Vа — x~ dx = t +— si
J 2 4

sin2r + C =

a2 j a2 2x Г~2 7
= -— arccos — + — -Va -x +C =

a 4 a2

a X X 2 ^
= arccos — + — Va - .t + C.

2 a 2

Пример 10. Найти интеграл f *

4(Χ2~α2Ϋ
Решение. Применим тригонометрическую подстановку

х = a sect.

Имеем:
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dx =
asin tdt

_
algtdt

cos2/ cost

у/(x2 -а2)3 = д/(о2 sec2 /-α2)3 = Ja6
{ l-cos2/^3

v cos2 /

= 7a6tg6/ =o3tg3/;

j· dx f 1 algtdt 1 f dt
'

^(*2 - a2 )3
*
a3 tg3 / cos/

~

a2 J tg2 / cos/

~

1 f cos/ίΛ 1 f 1
= T

-

.

—

=
— I (sm/)

'

d (sin/) =
—

a J sin t a~ J a

tg

1 (sin/)'

-i
-+C =

1 1 1
=

г + C = + C.

a' sin/

Возвращаемся к переменной x. Так как

х = a sect,

а2 sin/

то

х 1 х a
sec / = —,

=
—, cos/ = —

a cos/ a x

Находим sin/:

ft i [, o2” jx2 - a2 -Jx2 -а2
s.n/ = Vl-cos /=^1-—

=

^—5_= .

Следовательно,

ί
dx

tJ(x2 -a2γ a'sin/

1 1 x

+ C- -

·> < + c.

Vx'-O2

+ C, где a = const.

Пример 11. Показать, что

f r-^-—- = In x+ Vx2 + a

1Ί77Ϊ
Решение. Применим так называемую подстановку Эйлера

V*2 +е = /-Х,

где /- новая переменная. Возводя обе части этого равенства в квадрат,

получим
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или

х2 + a = t2 -2tx + x2

a = t1 - 2tx.

Находим дифференциалы от обеих частей последнего равенства:

О = 2tdt — (2xdt + 2tdx)

или

tdx = (t- х) dt,

откуда

*
V

т. е.

dx
_

dt

t-x t

dx

\x2 + a

dt_
t

Следовательно,

f—£ f^+In Ы+С.
Чх2 + а

J '
11

Возвращаясь к переменной х, получаем

J
dx

Jx2 + а

= In :+Jx2 + С

Задачи

Методом подстановки найти интегралы:

I.

3.

5.

7.

9.

J л/2х-3dx. 2. ίτ=Λ< -Jx + 4

f sinx
4. 1 sin3 xcosxdx.

J Vl + 6cosx я1

f sinx
,

dx. 6. \x2e''dx.
J cos X

1

f
*

8. f fJ 4- 5x я» xlnx

f Sin5/ dr. 10. f tit

1 4
J COS X

'
COST

61ак 1817
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Ответы

4 cost 3 5COST

I. 1п(1пт)+С. 9. - cost + С. Подстановка cost = Г

3cos т cost

§ 4.4. Метод интегрирования по частям

Если Η = φ,(τ), ν = φ2(τ) - дифференцируемые функции от т, то

из формулы для дифференциала произведения двух функций

Эта формула применяется в случае, когда подынтегральнаяфункцияпредставляет произведение алгебраической и трансцендентной
функции.

В качестве и обычно выбирается функция, которая упрощается

дифференцированием, в качестве dv - оставшаяся часть

подынтегральноговыражения, содержащая dx, из которой можно определить v путем

интегрирования.
В некоторых случаях для сведения данного интеграла к

табличномуформула (4.18) применяется несколько раз. Иногда искомый

интегралопределяется из алгебраического уравнения, получающегося с

помощью интегрирования по частям.

Пример 1 . Найти J xsinxiix.

Решение. Обозначим: х = и, s\nxdx = dv.

Для применения формулы (4.18) необходимо знать еще v и du.

Дифференцируя равенство х = и, получаем dx = du. Интегрируя ра-

d (wv)= udv + vdu

получается формула интегрирования по частям

(4.18)
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венство dv = sin xdx = d {— cosx), определяем v = — cosx.

Подставляя значения и, v, du, dv в формулу (4.18), находим

J xsinxiir = x (-cosx)-J(-cosx) dx = -xcosx + sinx +

+C = sin x - x cosx + C.

Пример 2. Найти |xlnx<fx.
Решение. Полагая

получаем

Inx = и, xdx = dv,

1
, .

— dx - du. — = v.

x 2

По формуле (4.18) находим

Г х" г г2 1 г2 1 2
I хInχαίχ = — Inx- dx =— Inx x + C.
J 2 J 2x2 4

Пример 3. Найти J arcsin χώ:.

Решение. Полагая

определяем

и = arcsinx, dv - dx,

du =

yll-x7
dx, v = x.

Следовательно,

s arcsinxdx = xarcsinx - f x
J I. 2

vl-x

dx =

= x arcsin x + —J (1-x2) 2 rf(l-x2) =x arcsinx +

+———+C= x arcsin x + Vl-x2 + C.
2 I

2
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Пример 4. Найти J х2 cosxdx.

Решение. Полагая

и
~ х2 , dv = cosxdix = d (sinx),

получаем

du = 2xdx, v = sinx.

Следовательно,

Jx2 cosxiir = x2 sinx-Jsinx-2xcfr = x2 sinx-2jxsinx<ic. (A)

Полученный интеграл снова находится интегрированием по частям

(пример 1). Его можно найти и не вводя явно и и v. Имеем

J xsinxcfr =J xd (-cosx) = x (-cosx)-J (-cosx) dx =

= -xcosx + sinx + C|.

Подставляя это выражение для интеграла в формулу (А), находим

J х2 cosxiic = х2 sin х — 2J" xsinxofr = x2 sinx - 2 (-xcosx +

+ sinx + C,) = x2 sinx + 2 (xcosx- sinx) + C,

где C = - 2C,.

Пример 5. Найти Je'sinxdx.
Решение. Положим

и = ex, dv = sinx<fr,

отсюда

du = exdx, v = - cosx.

Применяя формулу (4.18), получаем

J ex sinxaEr = ex (- cosx) - J (-cosx) exdx =

= — e cosx + cosxdx. (B)

К интегралу в правой части снова применяем формулу интегриро¬
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вания по частям, не вводя явно и и ν. Имеем

J ех cosxdx = J exd (sinx) = ex sinx - J ex sinxdr.

Подставляя найденное выражение в формулу (В), находим

J ех sinx<fr = - ех cosx + J ех cosxdx = -ех cosx + ех sinx -

- J е' sinx<ix;

J ex sinxiir + J ex sinxift = ex sinx - e1 cosx,

откуда

^
2J ex sin xdx = ex (sin x - cosx).

Следовательно,

f г1

J ex sinxafct = — (sinx - cosx) + C.

Пример 6 . Показать, что

J VJC2 + a<ic = -j^xVx2 + a + aln x + ^jx2 +o | j + C.

Решение. Положим

Vx2 -fa = u, dx = dv,

отсюда

Jx2 + a

dx — du, v = x.

По формуле (4.18) получаем

f Vx2 +αώ = x Vx2 + a - f x .

*
— iif.

J J \x2 + a

Преобразуем интеграл в правой части:

^ V*2 + α
* V*2 + a Vjc2 + о V*2 +1

Vx" + a
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Следовательно,

ί Vx2 + adx = xtJx2 + a - f Vx2 + adx + af -j~.·J J J -Jx1 + ,

откуда

2J Vx2 + adx = xyjx2 + a + aj
dx

I 2
,

\x + a

H-x2 + adx = — x Vx2 + a + aJ
dx

Так как (см. пример 11, § 4.3)

f-T
dx

Чх2+а
= In χ + τίχ^ + ι

л/х2 +а

+ С,,

то

J JTTadx = ^ [xVx2 + о + a In х + Vx2 + а | j + С.

Задачи

Применяя формулу интегрирования по частям, найти интегралы:

1. J xexdx. 2. J In2 xdx.

3. J arctgxiir. 4. j x arcsin xdx

5. J х2 sinx<fr. 6. J x2 lnx<fr.

f lnx
J

Г ? "T .

7. J— dx. 8. 1 x2e 2 iir.
J V X J

Ответы

1. ez(x- 1)+ С.

- — In (1 + х2)+ С.
2

2. х In2 х - 2х 1пх + 2х + С.

■)

3. xarctgx-

.
х' 1 XL 2 ^

4. — arcsinx arcsinх + — \i- х +С.
2 4 4

х3 х3
5. —х2 cosx + 2xsinx + 2cosx + C. 6. —lnx + С. 7. 2л/х1пх-

-4Vx + С. 8. —2е 2(х2+4х+8) + С.
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§ 4.5. Интегрирование некоторых функций,
содержащих квадратный трехчлен

Интеграл вида

ί-7^—
■*
рх + qx + r

путем дополнения квадратного трехчлена до полного квадрата по

формуле
рх2 + qx + r = р[ (χ + α)2 ±α2]

сводится к одному из двух интегралов:

du 1Г du 1

~~а arctg —+ С;
а

(4.19)

f du 1
,

I 2 2 't
η

J и -a 2a

u-a

u+ a

+ C, (4.20)

где

Интеграл

u= χ + α.

f mx + rt

*' px2 + qx + r

dx

px +qx-

сводится к интегралу (4.19) или (4.20) и интегралу

udu If d (и2 ±а2) 1
'

■ = — in
f udu

_

1 f d (i

J7±7~2J „2±α2 2
и2 ± a2 + C.

Интеграл

J-σ
dx

Jpx2 +qx + r

сводится к одному из интегралов:

du

\
. и

■ = arcsin —+ С;

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Г du

Vm2 + а

= In и + ylu2 + а + С. (4.24)
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Интеграл

J ^рх2 +qx + rdx

сводится к одному из двух интегралов:

J4и2 + adu =

у
т/и2 + α+γΐη и + л1и2 + а

J Va2 - и2 du- — Vo2 - м2 +—

+ С,

arcsin — + С.
2 а

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Пример 1. Найти интеграл
J х + 4х + 13

Решение. Дополняя квадратный трехчлен до полного квадрата и

интегрируя на основании формулы (4.19) для случая, когда и = х + 2,
а = 3, получаем

Г dx Г dx
_

С dx
_

Jx2+4x+13 J(x2+4x + 4) + 9 J (χ + 2)2+9(x +4x + 4)

f d(x + 2) 1
= I r T- = — arctg
J(x + 2)2+32 3

2)

+ C.

f ώ
Пример 2. Найти интеграл —

.

J χ2 — 6x — 16

Решение. Дополняя квадратный трехчлен до полного квадрата и

интегрируя на основании формулы (4.20) для случая, когда и = х
- 3,

а = 5, получаем

Г dx Г dx f dx
_

J x2-6x-16~J (x2-6x + 9)-9-16_J (χ-3)2-25_

dx

= f ■—j
2
=— In

J(x-3)2-52 2-5

Пример 3 . Найти интеграл f
J3x2+4x+1

Решение. Как и в примере 2, получаем

dx

(х-3)-5
+ С = — In

х - 8

(х - 3) + 5 10 х + 2
+ С.

г * Г
J Зх2 +4х+ 1 J 2 4 П

3 х +—х+-

3J
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■J-
dx dx

f 2 „
2 4^ 4 1 1 -J 7 2"гг

[x +2‘
3*+9; 9

+
3

3 [R.1-9

41 H) .

RB)
1

г'=Ч.1
3

In

2 ] 1
x + - --

3j 3

2 1 1
jc + — 1+ -

3 ) 3

+ c=

1, 3x + l
= — In

2 3x + 3
+ C.

П p *m e p 4. Найти интеграл J -

x + 2
dx.

x +2x+5

Решение. Это интеграл вида (4.21). Преобразуя квадратный
трехчлени переходя к новой переменной х + 1 = t, находим

* х~ +7т + *> J I

х + 2
dx Ч

(х+1) + 1
dx =

х£ + 2х + 5 J (х‘ + 2х + 1) + 4 J (х + 1) + 4

= [■ i+'-yrffr + D+f d(x*'\ =

J(x+\)l+22 J(x+1)2+22

2 J Гг+П2+92 J(x+1)2+22 22J (x + l)z +2

+~ arctg
^
+ C = ^ In (x2 + 2x + 5) + arctg -J^- + C.

Пример 5. Найти интеграл J-
dx

V5-4x-x2
Решение. Дополняя квадратный трехчлен до полного квадрата и

используя формулу (4.23), находим

dx ( dx г dx

1 ЧV5-4x-x2 J ^/-(x2 +4x + 4-4-5) J>/-(x + 2)2+9-J-

■J
</(x + 2) . x + 2 ,

= arcsin +C.

№-(x + 2)2
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f dx
Пример 6. Найти интеграл .

J V6-4x-2x2
Решение. Как и в примере 5, получаем

dx f dx

J -Jj6-4x-2x2 J J-2(x2 +2x-3)

=1
dx

-u
dx

•y/-2 [ (x2 + 2x + 1) - 1-3] ^-[(x + \)2 -4]

If d (x + 1) 1 . x +1
= —=■ I - -ж arcsin +C.

V2 J ^22 — (x+ l)2 -^2

Пример 7. Найти интеграл J -j=
dx

Vjc‘ -6x + 3

Решение. Преобразуя квадратный трехчлен и применяя формулу
(4.24), находим

dx f tic f (/ (х - 3)
/ -J■Jx2 -бх + Ъ ,1(х2-6х + 9)-9 + 3

J yj(x-3)z-6■J-

= In (x-3) + V(x-3)2-6 +C =

= In + c.- 3 + Vx2 - 6x + 3

f dx
Пример 8. Найти интеграл I .

J V3x2-6x + 9

Решение. Как и в примере 7, получаем

г tic
_

f dx -_Lf ^
'

bx2 — 6x + 9
* у1з(х2-2х + 3) V3 J j(x2-2x + l) + 2

1 f t/(x-l)
~

Я)
= —ϊ= In

V3 J J(x-\)2+2 VJ
(x - 1) + -y/(x - l)2 + 2 + C =

1 + Vx2 -2x + 3 + C.
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Пример 9. Найти интеграл J у1х2 +8*+ 25dx.

Решение. Это интеграл вида (4.25). Преобразуя квадратныйтрехчлени применяя формулу (4.26), находим

J л1х2 + 8x + 25dx = J -J(x2 + 8х +16)- 16+25<ir =

= JV(x+4)2 + 9i/(x + 4) = ^yi V(^ + 4)2 -*-9 +

(х + 4) + д/(х + 4)2 +9+-ln
2

+ C =

X + 4
4x2 + 8x4-25 + — |x + 4 + V*2 + 8x + 25

2 21
+ C.

Пример 10. Найти интеграл Jλ[ΪΪ+2χ-x2dx.
Решение. Это также интеграл вида (4.25). Преобразуя квадратный
трехчлен и применяя формулу (4.27), получаем

f<Js + 2x-x2dx = Jv,-(x2-2x-8) =

= jyj-ix2-2x+]-\-i) dx = ^yj-(x2-2x + \) + 9dx =

= j yjl2 - (x - \)2 d (x - \) = - (x-1)2 +

+— arcsin

2 3

' * 1
+ C = —^8+ 2х-х2 +

Задачи

Найти интегралы:

■· J-i*1 x +

’•ί
x+36

dx

Зх2 -10

2

9 ,
x - 1

+ — arcsm

2 3

+ С.

. J——J 2х2 +17

. f——J 4х2 + 10х- 24
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dx
• fJ 4x‘ -5x + 2

f χ-·1-Α.

f Λ
>· J-r—J -/n i *5 w

6.

8.

10

/
x' -x— 1

dx

V2 + 3x- 2x

11. J Vx2 + 4x + 13<fx.

Ответы

1 x „

„

1
1. — arctg — +C. 2. -7=

6 6 v34

V3x2 -6x + 12

, f dt

J Vx2 + 2x

12. J \5 + 4x — x1 dx.

x + C. 3. —i—· In
2V30

Узх-УГо
VJx+Vio

+c. 4. — In
22

2x- 3

2x + 8
+ C. ,

2 8x-5
„

*37ИС,В“7Г+С
2x - 1 - л/5
2x -1+ VJ

r- 1 +Vx2 -2x + -

6*7Tln
8. -p In

V3

x-2 I, . 2 9 .x-2
12. V5+4x-x + — arcsin

2 2 3

+ C. 7. — In (χ2 — x — 11 p In
2 1 1 2V5

2x-l-V?
2x-l + V5

+ C.

1 4χ — 3
+ C. 9. -j= arcsin +C. 10. In|x+1 +

V2 5

+с.
X + Σ [ j л -

^ _

11. V* +4х+ 13+— In x + 2 + Vx2 + 4x+13
2 2

+ C.

§ 4.6. Интегрирование рациональных функций

Неопределенный интефал от целой рациональной функции
(многочлена) находится непосредственно:

J(а0 + а}х +
■■· + а„х") dx = а0Jdx+atjxdx+ —к anjxndx.

Интегрирование дробной рациональной функции после выделения

целой части сводится к интегрированию правильной рациональной

дроби

Р(х)

0(х)
(4.28)

где Р (х) и Q (х) - многочлены, причем степень Р (х) ниже степени

Q(x)·
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Если многочлен Q(x) имеет действительные различные корни

о,6,...,/ соответственно кратности α,β,...Д и комплексные

попарносопряженные корни <хк ± /0А (к = 1,2,..., s) соответственно

кратностиν,,ν2,...,ν„ т.е. Q(x) = (x-a)a(x-bf...(x-l)x(x2 + рхх +

+ Я\)V| (*2 + Ргх + Я2 У2 · · · (х1 + Psx + Я*У’ > το справедливо следующее

разложение дроби (4 28) на простейшие дроби:

Р (х) Ах А2 Аа В, Βη
= !—+ +

“
+ !— + ΐ2__+...+

Q(x) (х-а) (х-а)2 (х-о)“ (х-Ь) (х-6)2

Вл Lx
+ ^-γ+··+ —+

(χ-6)β (x-l)
Λ
1

C2x+D2
+—5—4 5- +

-·- +

(χ~ + Р\х + яО

Li

ίх-ΙΫ
+ ··■ +

(*-/)λ
+

C,x + D|
дг2 + р,дг + 9|

+

Су,л + Д,,

(х2 +p,x-H7,)v'
+ +

А/]ЛГ+ jV|
χ2 +Psx +Я,

M2x+N2

(χΖ+ Psx+яSY
-+-·· +

■

Mvx + /VVj
(*2 + Λ*+<?,)ν'

(4.29)

Постоянные Ax, ΑΊ,..., Aa, Βχ,...,Ββ, Lx Lx, C,,

Dj,..., Mv , ΛΤν находятся методом неопределенных коэффициентов.

После разложения на простейшие слагаемые интегрирование
правильнойрациональной дроби сводится к нахождению интегралов вида:

Л = /
dx

(х-а)"
(4.30)

h I
Мх+ N

(х2 + рх + я)т
dx. (4.31)

Интеграл (4.30) находится по формуле (4.5'), если п~ 2,3,..., или

по формуле (4. 6'), если п= 1.

Интеграл (4.31) при т=\ является интегралом вида (4.21), при
т> 1 применяется метод понижения (см. пример 5 § 4.6).

Замечание 1. Если многочлен Q (х) имеет действительный корень

Ь кратности β, то в формуле (4.29) ему соответствует β простейших слагаемых

/Г
-— (μ= 1,2,... ,β), каждое из которых равно дроби, числитель кото-

(χ-6)μ
рой — постоянная, а знаменатель - соответствующая степень разности (х — 6),
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причем берутся все степени от I ло β
Замечание 2. Пели многочлен Q(x) имеет комплексные попарно

сопряженные корни ак ± ibk кратности vk, то в разложении (4.29) им

соответствуетvк элементарных дробей вида

Μμχ+ Νμ
(x2+pkx + qkf

ίμ = 1.2 V*),

числитель каждой из которых есть линейная функция (не постоянная, как в

предыдущем случае), а знаменатель - степень соответствующего трехчлена,
т. е. трехчлена

x2+Pk* + <lk =[x-(<*k + ibk)][x-(ak-ibk)],

причем берутся все степени от 1 до \к.

Замечание 3. Коэффициенты разложения (4.29) можно получить,

полагая в тождестве (4.29) или ему равносильном х равным надлежащим

образомвыбранным числам (метод произвольных значений).
Г 9-5*

Пример 1. Найти интеграл I — : dx.
J х3 - 6χΔ + 1 lx - 6

Решение. Разложим сначала правильную рациональную дробь

9-5х

х3 -6х2 +11х-6

на простейшие дроби, для чего нужно найти корни ее знаменателя, т. е.

корни уравнения

х3 - 6х2 +11х - 6 = 0.

Один корень усматривается непосредственно, это х, = 1. Так как

(х3 —6х2 +11х —6):(х—1) = х2 —5х+ 6,

то

х3 - 6х2 +11х - 6 = (х -1) (х2 - 5х + 6) =

= (х-1)(х-2)(х-3),

поэтому получаем также

х2 =2, х3 = 3.

Итак, многочлен имеет действительные простые корни

х, = 1, X, = 2, х, = 3.
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В соответствии с формулой (4.29) ищем разложение данной дроби
на простейшие

9-5* АВС
— — + + . (А)
х-6х2 + 11х-6 х-1 х-2 х-3

тх + п

(Слагаемых вида —г т- разложение не содержит, так как ком-

(х' + рх-И?)*
плексных корней нет.) Приводя дроби в правой части к общему
знаменателю,получаем

9 - 5х

х3 — 6х2 + 11х — 6

- Л(х-2)(х-3)+В(х-1)(х-3)+С(х-1)(х-2)

(х — 1) (х — 2) (х — 3)

Сравниваем числители

9 — 5х = /I (х
- 2) (х — 3) + В (х — 1) (х - 3) + С (х - 1) (х — 2). (В)

Раскрывая скобки в правой части равенства (В) и группируя члены,

находим

9-5х = (А + В+ С)х2 -(5А + 4В+ ЗС)х + (6А + ЗВ+2С)·

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях

равенства, получим три уравнения для определения неизвестных

коэффициентовА, В, С:

А + В +С =0;

5А + 4В + ЗС= 5;

6/4 + ЗВ + 2С= 9.

Решая эту систему, находим: А = 2, В = 1, С = - 3

Следовательно,

9-5х 2 _1 3_
* х3-6х2 + 11х-6 х-1 х-2 х - 3

и поэтому

Г 9-5х [( 2 1 3 ) ,

J *!= J *
7П·-

ώ,:'

- 2 ί —!— (Λ + ί —!— dx - 2 ί —-— dx =
J χ -1 J χ-2 J х-3
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— 2 f d (J ~ *>
I jf d (x-3)

_

J x-l J x-2 J x-3

= 21n|x-l|+ln|x-2|-31n|x-3|+C.

Таким образом,

ί
9-5x

x3 -6x2 +1 lx-6
■dx = In

(x-l)z(x-2)
(x-3)3

+ C.

Замечание. Коэффициенты разложения (А) можно было бы найти

полагая в равенстве (В) х = 1, х = 2, х = 3. Действительно, при X = 1 имеем

9- 5= А (- 1) (— 2), 4 = 2 А, откуда А — 2. Аналогично получаем 5=1,

С=-3.

f x^dx
Пример 2 . Найти интеграл I .

J (х+ 2)(х- I)2
Решение. Подынтегральная функция является правильной
рациональнойдробью, знаменатель которой Q(x) = (х + 2) (х- I)2 имеет

простой корень х, = - 2 и кратный корень х2 = 1 (кратности 2).
В соответствии с формулой (4.29) разложение подынтегральной

функции на простейшие дроби имеет вид

2
А В

- + + ·

С

2
'

откуда

(х+2) (х— I)2 х + 2 х— 1 (.т-1)

х2 = А (х- I)2 + 5 (х- 1) (х + 2) + С (х + 2).

Полагая х = 1, получим 1 = С(1 + 2), откуда С=-.

Л Л ^
При х = - 2 находим (-2) = А (- 2 - 1) или 4 = 9 А, откуда А = —.

Полагая х=0, получаем 0 = А (О-I)2 + В (0- 1) (0+ 2) + С (0+ 2)
или А-2В + 2С = 0. Принимая во внимание значения А и С, из по-

п
5

следнего уравнения находим 5 = —.

Следовательно,

( v + 2) ( v - I г

4

9

v +:

5 1

о

V - I ( \ - 1)'
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поэтому

Г x2dx Atd(x + 2) 5 rd(x-\) 1 rd(x-l)
J (x + 2)(x-l)2 ~9J x + 2

+ 9J x-1
+ 3·ί(χ-ΐ)2~

Итак,

= — ln|x+2| + — Ini x-l| !
9

1 1 9 1 1
3(x-1)

+ C.

f j-ih,J (x + 2)(x-1)2 9
(x + 2)4(x-1)5| ! + C.

• 3(x-l)

Пример 3. Найти интеграл Г —^— άχ.
\ ·> χ3 + 1

Решение. В данном случае

Q (х) = х3 +1 = (х + 1) (х2 - х + 1),

причем второй множитель на действительные множители не разлагается.
На основании формулы (4.29) разложение данной дроби имеет вид

х 4 Вх +С
—ϊ ~ ·—^ .

х3 + 1 х+1 х2—х+1

откуда

х = 4(х2 -х+1) + (Дх + С)(х+1).

Полагая последовательно х = -1, х = О, х=1, получим

-1= 4[1-(-1)+1] или -1=3/1;

0= А (0-0+1) + (В-0+С)(0+1) или 0= 4 + С;

1=4(1-1+1)+(Я+С)(1 + 1) или \= А + 2В + 2С.

Из системы уравнений

-1=34; 4 + С = 0; А + 2В + 2С=\

находим

Итак,

1
X +

1 1 х+1
н— —-

3 (х+ 1) 3 χ- -х+ 1
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Интегрируем

f х I f dx If

J x3 +1 3J x+ 1 3J

dx I x+l
dx.

x+l U x' -x+l

Рассмотрим второй интеграл в правой части равенства (А):

if_jgL-Aaf *+1

3 J r2-x+l 3 J■x+l ( ■> _ 1 1 ^ ]
hr - 2--X + - +1
l 2 4j 4

A =

(A)

Таким образом,
If x + l

3J r2-*·

,
1

,
, 2 1 2x— 1 _

<ic = — In (x -x + l) + -7=-arctg—^=—+ C.
x+l 6 VJ V33* X

Далее, поскольку

—=-!
3 J x+1~ 3

то равенство (А) с учетом (В) и (С) примет вид

-ίί77Τ-ΐΙηΙ*+'Ι'

f х 1 I 1 1 ,

I -5 dx = In х + 1 + — 1η (х" -χ + 1) +J χ +1 ’ г*

(Β)

(C)
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Пример 4. Найти интеграл
Г х3 + х2 + 2

J х(х2-1)2
dx.

Решение. Разложим подынтегральную функцию на элементарные

дроби. Так как знаменатель имеет корни х, = 1 и х2
= -1 кратности 2

и простой корень х3 = 0, то разложение примет вид

х3 +х2 +2 А Вх С, С2
х (х2 -1)2 х х-1 (х-1)2 х+1 (х+1)2’

откуда

1 х3 + х2 +2= А (х- 1)2(х+ I)2 + β,χ(χ- 1)(х + I)2 +

+ В2х (х +1)2 + С,х (х +1) (х- I)2 + С2х (х -1)2;

х3 + х2 + 2 = x4(A + Bl+Cl)+xi(B] + B2-C,+C2)+

+х2 (2В2 2А — 5| - 2С2 ~ С|)+х (В2 — Βι + С2 + С|)+ А.

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим

пять уравнений для определения пяти неизвестных:

А + β| + Cj =0;
+ fl2 - Cj + С2 = 1;

2В2 -2/ί-θ, -2С2
- С, = 1; >

В2 — В] + С2 + С] = 0;

А = 2.

Решая полученную систему, находим

3 5 1
А — 2, В] - - ^, Я2 - 1, С] -

-

^, С2 -
-

2
■

Следовательно, подынтегральная функция разлагается на

элементарныедроби следующим образом:

х3 + х2 + 2
_

2 3 1 5 1

х (х2 - I)2 х 4 (х-1) (х-1)2 4(х +1) 2 (х+1)2

Интегрируя, получаем
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Γ£!±ξ!±2 л=2г £ίίζΰ+ tiSL
J rfr2-n2 J x 4J x-1 J (x-

dx 3f^(x-l) cd(x-1)

x(x‘-l) J x 4J x- 1 J (jc-1)

Sfj(nl) 1 f ι/ (x+ 1)
4J x + 1 2J (χ+ l)2

3" ·■ 1 5" ·' '
+c=

4J x + 1 2J (χ + l)2

= 2 lnjc —In j jc — 11 - — In j x + 1 j +
4

' 1
x-l 4

x+3
-+ In

20-*2) lj\x-i|3|x+i|

2(x+l)

= + C.

Пример 5. Найти интеграл J -

Mx+N
(m = 2, 3,...).

(x + px + q)

Решение. Выделим из выражения x2 + px + q полный квадрат

двучлена

/ \2
1 1 * Р [ Р I

х + px + q = х +2—х + \ — \ +
2 К2)

я-

-ΗΪ V

.2 Λ

/

Мы предполагаем, что трехчлен х2 + px + q не имеет

действительныхкорней, т. е. q
-—> 0, поэтому можно положить

4

р2 ■> I Р2
— α = +^-

—

.

Вводя новую переменную

x + — =t,

находим

dx = dt, х2 + px + q = t2 +а2, Мх + N = Ml + | jV
2 j
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Интегрируя, получаем

Mt +
( Мр\

Г Μχ+Ν f
"" \Ν~ 2 )

J (x2+px + q)m *“■» (r2+a2)m
l~

=

A/f Μ, ( ίφΛί
2J (t2 + a2)m { 2 JJ (t2 + a2)m

Первый из интегралов вычисляется подстановкой

/2 + а2 = и, 2tdt = du,

f 2/Л
_

f du
_

J (r2 + a2)m

I 1

1 1

■\
m- 1 и-1

+ C =

+ C.

m-1 (t2 + a2)m~l

Второй интеграл можно найти по рекуррентной формуле

1 z

2та2 '(z2 + a2)m 2т а

2т — 1 1
+

-

·

Л 1т>

(А)

(В)

(С)

где

= fJ (z2 + a2)
(m= 1,2,3,...). (D)

Формула (С) получается с помощью метода интегрирования по

частям. В самом деле, положим

1

(z2 + а2 )т
= и, dz = dv.

тогда

du - --

2mzdz

(z2+a2)m+i
На основании формулы (4.18) имеем

г. ν = ζ·

/„ =

Преобразуем последний интеграл

-+ 2т f ±
J <S + a2\m"

(Е)
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f г2 f(z2 + o2)-fl f
J(z2 + a2r' J (z2 + a2)m+1 J(z2 + a2r

-J -/ _„2,— 1™ a
‘m+1

·

(zWr1
m

Подставляя выражение (F) в (E), получим

/„ =
Z

- + 2mlm ~2ma21^,

(F)

(G)
& + <*Ύ

откуда и получается формула (С).
Формула (С) сводит вычисление интеграла 1^ к вычислению

интеграла
Зная интеграл

,
1 ζ

/, = - arctg -
а а

(мы берем одно из его значений), по этой формуле при т= 1 находим

1 ζ 1 ζ
+ —г arctg —.

2aL ζ" + αλ 2aJ a
1г - Л _2 ,

2 (Н)

Полагая в формуле (С) т= 2, получим

/, = /-> =
1

4a (ζ +а) 4а 4a (ζ +а )

ТТ'~ 2+TTarct^~8а ζλ + а 8а5 а
(К)

и т. д. Таким путем можно вычислить интеграл Im для любого

натуральногот.

с + 2х2 + 4

Пример 6 . Найти интеграл г-;— dx.
J (1 + х2)3

Решение. Знаменатель дроби Q (х) = (1 + х2 )3 имеет два мнимых

корня х = ±/ кратности 3. Функция разлагается на следующие

простейшиедроби:

х4+2х2+4 ΜιΧ+ΝI Μ2χ + Ν2 Л/3х+ЛЛ
■

+
—

=τΐ- +
·

(1 + х2)3 1 + х
2

(1 + х2)2 (1 + Х2)3
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Приводя правую часть к общему знаменателю и сравнивая

числителиполучим

X* + 2х2 + 4= Мгх+ N3 + (Л/2х + N2)(\ + х2) +

+ (А/,х + Лг,)(1 + х2)2. (А)

Для определения постоянных Мк, Nк (к = 1,2,3) применим

смешанный метод.

Положим х = 1 = /; следовательно, х2 = -1. Подставляя это

значение в тождество (А), получим

(-1)2 + 2(-1) + 4 = M3i+N3 или Л/3/+ЛГ3=3,

откуда
'

А/3 =0, N) = 3.

Подставим в (А) значения Мъ и N3:

х4 +2х2 + 4 = Ъ + {М2х + А2) (1 + х2) + (А/,х + jV,) (1 + х2)2.

Переносим 3 в левую часть:

(х2 + I)2 = (М2х + N2)(\ + x2) + (M]x + iV,) (1 + х2)2

и сокращаем на 1 + х2:

х2 + 1= M2x+N2+(Mlx+Nl)(\ + x2). (В)

Снова полагая х = /, получим 0= M2i + N2, откуда М2 = 0, N2 = 0.

Подставим эти значения в тождество (В):

1 + х2 =(Mlx+N,)(] + x2).

Следовательно,

1 = А/,х + /V,,

откуда Л/, = О, = 1.

Итак, разложение имеет вид

х4 +2х2 + 4
_

1
t

3

(1 + х2)3 1 + х2 (1 + х2)3’

Интегрируем:

Гх4 + 2х2 +4

J (1 + х2)3 <&+з|
dx

(1 + х2)3
arctgx + 3 f_А-

J (1 + х2)
Т· (С)
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Интеграл в правой части равенства (С) получается по формуле (К)
примера 5 при а = 1 и г = х:

dx 1 х

J
х 3

, ,
-

, ,
. . + — arctgx + C.

(1 + х2)3 4 (х2 + 1)2 8 хг + \ 8

3
(D)

Из равенств (С) и (D) имеем

f х4 +2х2 +4 11 3 х Ух

Задачи
Найти интегралы от рациональных функций:

2xdx

-

+ С

'· J
>· J

x2 + 2
dx.

x3 + x2 - 2x
2.

dx

x2(l + x2)2
4.

x2 - x + 2 .

dr

x4 - 5x2 + 4

6.

x3 +4x2 +6

(χ+ ΐ)2(χ2 + 2)
8.7· J

Ответы

1. In
О-ООг+2)

ь

J

J

J

х + Зх —4

χ2<ά

(х + 2)2(х+ 1)

4х2 +4х — 11

(2х- 1) (2х + 3) (2х - 5)

Зх+1

dx.

х (1 + х2 )2
dx.

+ С. 2. 1п^/(х- 1)2(х + 4)8 +С.
1

3.
х

1x3

1
,

5. — In
3

1
7. — In |х + 11 —

(х + 1)2(х-2)
(х-1)(х + 2)2

3

+ С. 6. — In
8

4.1л|,+ 1|+_

(2х - I)2 (2х - 5)3
2х+ 3

+ С.

+ С.

+ — In (х2+2)- —arctg ~^=+С.
х+1 3 3 6V2

8. 1п|х|-

1п(1 + х2)+ + —arctgx+C.
2 2(1 + х0 2

§ 4.7. Интегрирование тригонометрических функций

1. Интегралы вида _

J sinoxcos6x<ix, j sinoxsinfcxotr. J cosax cosbxdx

184



находятся с помощью тригонометрических формул:

cosacos6 = — [cos (а - 6) + cos (а+ 6) ];

sin a cosb = — [sin (а - b) + sin (a + b) ].

2. Интегралы вида

/„ m
= J sin" xcosm xdx,

sin x cost = — sin2x.
2

Если хотя бы одно из чисел т или п - нечетное, то интеграл

находимнепосредственно, отделяя от нечетной степени один множитель и

вводя новую переменную. В частности, если т = 2к + I, то

3. Интегралы вида

J Л (sinx, cosx) dx,

где Л-рациональная функция от sinx и cosx, приводятся к

интеграламот рациональных функций новой переменной с помощью

подстановки

/n.m=j xdx= sin” xcos2* xcosxcic =

при этом

sinx = -г, cosx =

1 + f2

21

1 + /2’ 1 + /2

l-/2
, 2dt

r, dx = :
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Если

R (-sin*, -cosx) = R (sinx, cosx),

то целесообразно применить подстановку tgx = t, при этом

t 1
,

dt
sinx = . -

,
cost = , , x=arctgt, dx-

-J\ + t2 Jl + t2 1 + /i

Пример 1. Найти интеграл J cosx sin2 xdx.

Решение. Так как cosx<ix = d (sinx), то на основании формулы

(4.5') при M=sinx получаем

J cosx sin2 xdx = J sin2 xd (sin x) =
*

+ C.

Пример 2. Найти интеграл J cos3 xsin2 xdx.

Решение. В данном случае т
= 3, п = 2. Получаем

J cos3 xsin2 xdx = J cos2 xsin2 xcosxcix =

= J (l- sin2 x) sin2 xd (sinx)= J (sinrx- sin4 x) d (sinx) =

f . 2 j / · ч f . 4 i /
■

,

sin3x sin5x _

=

J sin xd (sinx)- J sin xd(sinx) =— —+ C.

Пример 3. Найти интеграл J sin4 xdx.

Решение. Здесь η = 4, m = 0. Преобразуя подынтегральнуюфункциюс помощью соответствующих формул, находим

I — cos2x V
г~гх=J sin4 xdx = J (sin2 x)2dx = J |"-

= J (l — 2cos2x+ cos2 2x) dx = J dx - J cos2xd (2x) +

+— f— (l + cos4x) dx = -\dx-—\ cos2xd (2x) +
4 J 2 4 J 4 J

+ — f dx + —— f cos4xd (4x) = — x - — sin2x +
8J 8 4J 4 4

+— x +— sin4x + C = —X- —sin2x+ — sin4x + C.
8 32 8 4 32
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Пример 4. Найти интеграл J cos5 xdx.

Решение. В данном случае п— 0, т= 5. Отделяем множитель

первой степени и выражаем cos2 х через sin2 х:

cos5 х = cos4 xcosx = (cos2 x)2 cosx = (1 - sin2 x)2 cosx.

Вводя новую переменную t по формуле sinx = t, получим

J cos5 xcic = J (1 - sin2 x)2 cosxdx = J (1 - r )2 dt =

= j(]-2t2+t4)dt = jdt-2j t2dt + jt4dt = t-lt3+j+ C.

Возвращаясь к исходной переменной х, находим

1
Г 2 1
I cos5 xdx = sinx sin3 x + - sin5 x + C.
J 3 5

Пример 5 . Найти интеграл J sin4 xcos2 xdx.

Решение.

J sin4 xcos2 xdx = J (sinxcosx)2 sin2 xdx = J ^
sin2x

χ

j dx = J sin2 2x (1
- cos2x) dx = J sin2 2xdx-

1 f 2 - ,
1 f 1-cos4x 1 f · 2 ^

— I sin 2xcoslxdx = — dx—I sin 2xx

8J 8 J 2 8 J

x—c/(sin2x) = — f dx—— f cos4xeir-
2 16J 16 J

—— f sin2 2xd (sin2x) =
— x—— sin4x—— sin3 2x + C.

16 J 16 64 48

Пример 6. Найти интеграл J sin7xsin3x£fr

Решение. Так как

sin Зхsin 7х
=-j [cos (7 - 3) х - cos (7 + 3) х] =
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= — (cos4л: - cos 10x),

TO

J sin7xsin3xrix = J [cos4x -coslOx] dx =

= — i cos4xrir-— f coslOxoEr = — sin4x—— sinlOx+C.
2 J 2 J 8 20

Пример 7 . Найти интеграл J cos3xcosxrir.

Решение. Преобразуя подынтегральную функцию, находим

J cos3xcosx<& = J (cos4x + cos2x) dx = ^ J cos4xrit +

+— f cos2xrfx = — sin4x + — sin2x + C.
2 J 8 4

Пример 8. Найти интеграл J sm5xcos3xdr.

Решение. Преобразуя подынтегральную функцию, получаем

J sin5xcos3x<ic = -jJ (sin8x + sin2x)<ir = —J sin8x<fr +

1 1
+ — f sin2x<& = —— cos8x - — cos2x + C.
2 J 16 4

cosx

Г dx
Пример 9. Найти интеграл

J 3 + sinx +

Решение. Подынтегральная функция является рациональной
X

функцией от sinx и cosx. Применяем подстановку tg — = г

Так как при этом

21 1-f2 ,
2dt

smx = -ς. cosx = dx- -,
1 + r 1 + r 1 + Г

TO

1 + Г

3+sinx + cosx 2f 1-Г 2(r+r + 2)
3+ - +

1 + r 1 + r

и
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dx dt

Интегрируем

3 +sin* + cos* t2 + t + 2

dtf—_* r_ *
, г

J 3+ sinx + cos* Jt2 + t + 2 J
Λ

/2 +2——+2
4 4

= f dl = f
Jr/+iV+l 2) 4 ^'

+

2j
+ (4i}

2

\_
I

. t+2 ^
2 2M-1

„

7-- arctg—=#-+ C =

—f= arctg ——- + C =

7 v7 л/7 v7

- *

2 2tg2+ „
= -r=arctg p— + C.

V7 V7

Пример 10. Найти интеграл f ^L
J 5cos2 x + 99sin2 x

Решение. Подынтегральная функция не меняется от замены sinx

на (-sinx), cosx на (-cosx), т. е. R (-sinx,-cosx) = R (sinx, cosx).

Применяем подстановку tgx = /. Так как при этом

t 1
,

dt
sinx = ,—-, cosx =—, χ = arctg/, dx = -

λ/ΪΤΤ2 V1+/2
I

■> ’

1 + Г

то

1 \ + t dx dt

5cos2x + 9sin2x 5 + 9/2’ 5cos2 x + 9sin2 x 5 + 9/2

Следовательно,

I

f dx f dt f

J 5cos2 x + 9sin2 x J 5 + 9/2 J (Jl)2 + (31)2
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11 3/^1 3tgx _

=
j= arctg —=+ C =

—j= arctg —?=- + C.
3 S Bfs Зл/5 V 3

Задачи

Найти интегралы:

1. J sinjccos4 xdx.

3. J sin2 5xdx.

5. fJ sin x

. J cos4xcos2x<ir.

• I—*—·J 5+4cosx

2. J sin3 xcos3 xdx.

4. J sin2 xcos2 xdx.

6. Jsinxsin3x<fr.
8. J sin3xcos2x<it.

*°.J-
dx

cos2 x+ 16sin2 x

Ответы

cos5x _ cos4x cos6x _
,

x sinlOx
„

x

5 4 6 2 20 8

sin4x 1 - .
sin3x _

„
sin2x sin4x

- + C. 5. 2sinx + + C. 6. :— + C. 7.
32 sinx 8

1 .
,

1 . _ _

„

cos5x cosx _

„

2
ж

( 1 x') _

— sin6x + — sin2x + C. 8. + C. 9. —arctg —tg—l + C.
12 4 10 2 3 Б1.3 2)

1 4tgx _

10. —pr arctg —%=- + C.
4V7

6
v'7

§ 4.8. Интегрирование некоторых
иррациональных функций

1. Интегралы вида

(4.32)

где R -

рациональная функция и pltq]}...t pk,qk
- целые числа,

находятсяс помощью подстановки

ах + Ь
.

*
1

сх + d
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где η - наименьшее общее кратное чисел ql,q2,... ,qk.

2 Интеграл от дифференциального бинома, т. е. интеграл

J хт(а + bxn)pdx, (4.33)

где т,п,р- рациональные числа, а и b - постоянные, отличные от

нуля,сводится к интегралу от рациональной функции в трех случаях:

1) когда р- целое число, - разложением на слагаемые по

формуламбинома Ньютона;

т+1
,

.
j

2) когда целое число,
- подстановкой а + Ьх = /

, где s -

п

знаменатель дроби р\

_,
W 1 — ti t s

3) когда + р
- целое число,

- подстановкой ах +b = t .

Пример 1. Найти интеграл f X + (L &
J х

οχ + b
Решение. Это интеграл вида (4.32), для которого : = х + 9

сх + d

(т. е. о=1, Ь= 9, с = 0, d = 1), — = ^.
Ч\ 2

Применим подстановку

х + 9 = /\

откуда

х = t2 -9, dx = 2tdt

f—1- 2,dt = 2f^— d/ = 2f(i\9,*9-dt =J x J r2 — 9 Jt2-9 J r-9

= 2U+18f
* 2,+Jlln L=2|+c=J J t2-9 2-3 / + 3

I \jx + 9 — 3
= 2vx + 9 + 31n ■-

Vx+9+3
+ C.

Пример 2. Найти интеграл J&7
- x 1

x (2-х)'
dx.
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ax + b
_

2-x

cx + d 2 + x
Решение. Это интеграл вида (4.32), для которого

Ч\ 3'

Применим подстановку

^L = /3.
2 + х

Выразим х, 2-х и dx через новую переменную /:

2-х = /3(2 + х), 2-2/3=х+ х/\ 2-2/3=х(1 + /3),
‘3 2-2/3 4/3 1 (1 + /3)22-2/ .

х = г—, 2 — х = 2 — ■

1 + /3 1 + /3 1 + /3’(2-х)2 16/®

(l + /j)2(1 + /3)2

Подставляя найденные выражения в интеграл, получим

„Э\2

а
2-х 1

2 + х (2-Ху
■л. Г,.(!±01.<=®i*..2f4.J Ι6/β (1 + / ) 4J /3

+ с.

Пример 3 . Найти интеграл J
Vx + 1+2

(х+1)2 -Vx+l
а!х.

Решение. Здесь —
+ ^

= х + 1, — = Положим
cx + d q\ 2

тогда

х+1=/,

dx - 2tdt.

\
Vx+l+2

dx
Г t + 2 f t + 2

,

= 2 tdt = 2] dt
J/4-/ JtJ-1

/ + 2

(x+ l)2 -Vx + l

Разлагая подынтегральную функцию на элементарные дроби, получим

t + 2
^

1 / + 1

/3 - 1 /- 1 t2 + /+ 1
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Следовательно,

*t3-1 JU-1 r + r+lj J/-1

—2 f ■,*1, ,
/2 +2·-ί + — - — + 1

^ '_1

4 4

-2J

-2fL^2_4,+lL2ri(izO-J ( 1Г 3 l 2J J ,-l

N.J +5

Ν)Ή) f Ή)
IV з

‘+2) %
J
( г

кИ
1

t + —
2Г П2 3 2

Н η —г—arctg
V3 э/З

VJ
= 2 In I / — 11—

+ C= ln(i—l)2 -

-In (t2 + M- \)-~arctg
2Г* 1

+ C= In -

^ ^

VI V + /+1

2 2M-I
„

—j= arctg- + C.

3/З V3

f x + \Jx2 +$fx
Пример 4. Найти интеграл j ? —г— dr.

J xf 1 + Vxj
Решение. Это также интеграл типа (4.32), для которого

cx+d

(т. е. а=1, 6 = 0, с= 0, d= 1), — = ^·, — =
-,
—=

-, общий
9| 3 Яг 3 <7j 6

знаменатель всех дробей равен 6, поэтому применяем подстановку

ах+Ь
- х
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х = /6 (она дает возможность освободиться от всех радикалов).
Поскольку

х= Г

то

dx = 6t5dt, Vx=/2, Vx^ = /4.

Следовательно,

fx + Vx* +Vx
,

rr+r+t. 5, f г + /3 + 1

7 F4— Л =
—Г. T~ бгЛ

= 6

x^l + Vx) * 1 0 + * ) ^ 1 + f

dt =

,f/3(/2 + l)+l
, 3 , ,{ dt 3 4 ,

= 61 z dt = 6 rdt + 6 = — r + 6arctgrJ 1 + t2 J J 1+ Γ 2

+ C = — Vx2" + 6arctgVx + C.
2

η в и H f >/l + V* ,

Пример 5. Найти интеграл | ■

,— dx.
J Vx2

Решение. Переписав интеграл в виде

2

J
Л Л

1 + х3

V

dx

,, «ч
2 11

и сравнив его с интегралом (4.33), заключаем, что т— ——, /? = —, р = —.

Так как

2
1

1
. ,

— + 1 -

з
_ 3 —!

я 11
3 3

есть целое число, то мы имеем второй случай интегрируемостидифференциальногобинома.

Подстановка a + bx" = Is в данном случае примет вид

Г Л

1 + х3 = /2,

194

V



откуда

л 1 _± _±

JC3 = /2 — 1, -X *άχ=2ίάί, х idx=6tdt.

Подставив эти выражения в интеграл, получим

1 1

J
( I> 2 . f l\

1+ x3 dc = J 1 + x3

l. J У

С

' dx = J t 6/Jr =

г t3
= 6] t2dt = 6—+C= 2 1 + x3 + C.

"■
f dr

Пример 6. Найти интеграл I —
J V\ + X*

Решение. Переписав интеграл в виде

л ,
1

^
/71+1 1 1

Л

заключаем, что т=0, п= 4, р = —. Так как 1-/7 = = 0
4 «44

(целое число), то имеем третий случай интегрируемости.
Подстановка

ax-n + b=ts,

где s - знаменатель числа р, в данном случае примет вид

откуда

х“4 + 1 = /4,

_1 1
х=(/4- 1) 4, dx = -t3(t4 -\)*dt,

V 1 + x4 =tx = t(t4 -l)"4.

Следовательно,

L^-j'4-i 4H,+ 1
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if ώ l,
= — In-ΐί: + 1 4

Ml

Ml

- — arctgf + C.

Задачи

Найти интегралы:

(i/2x- 1 +1

■I

3. J
5. J

dx

lj(x-\){x+\)2'
dx

xVi + x5

dx. h
dx

V(*-l)3(x + 2)5

(>-й)
*· hn

dx

ν7(ι+Λ)2
7. J jc_6(1 + x2)2 ίώ:.

Ответы

1. 31η
4

. / x - 1
V2x-1-1 -31п^2х-1 + С. 2. — 41——- + С. Указа-

3 V x + 2

и и e. Преобразовать вначале подынтегральную функцию у(х- 1)3(х + 2)3 =

= (х-1)(х + 2)

■т

№ 3. — In
1

, Г + М1

(f-ir

■ л/з arctg
2м 1

-Л
+ С, где

4. — Vx*" + 6arctg>/x + С.
2

5.±1п_^+

ч/з
t+—arctg 2̂/+1+C, r = + X3 . 6. 77= l· C. 7.

10 /2+м1

l + x

Vx + i

5

2 V

1
+—

3

Ί+χ2^

у

+ C. 8. 3arctgVx + C.

§ 4.9. Интегрирование гиперболических функций

Интегрирование гиперболических функций основано на формулах:

Jchxa!x = shx+ С; (4.34)
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I shxi& = chx+C;

- = thx + C;
J ch2x

c cbc
—г— = -cthx + C.

' sh x

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Интегралы от четных степеней shx и chx находятся с помощью

формул:

ch2x = -^(ch2x + l); sh2х = -^(ch2x- 1); shxchx = S^x.
Интегралы от нечетных степеней shx и chx находятся

отделениеммножителя первой степени и введением новой переменной.

Пример 1 . Найти интеграл J sh2 xdx.

Решение. Так как

]
sh2x = — (ch2x-l),

то

| sh2 xdx =
-jJ (ch2x - 1) dx = ^J ch2xflk -

уJ dx -

=
— f ch2xd (2x)-— f dx = — sh2x- — x + C.
4 J 2J 4 2

Пример 2 . Найти интеграл J sh3 xdx.

Решение. Представляя подынтегральную функцию в виде

sh3x= sh2 xshx

и принимая во внимание, что

shx<it = d (chx), sh2 x = ch2 x- 1,

получаем

J sh3 xdx - j sh2 xshxdr = J sh2 xd (chx) = J (ch2 x- I)d (chx) =

= J ch2 xd (chx)-J rf(chx) = —p--chx + C.
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Пример 3. Найти интеграл J sh2 jcch2 дг£Йс.

I е.

Jsh2 xdn1 xdx = J(shjcchx)2abr = J^sh2jcl dx =

Решение.

= — f sh2 2xdx = — f———— = — [ c\\4xdx -—\dx =

4J 4 J 2 8 J 8 J

= — f ch4xd (4x)- — f dx =— sh4jr- — x + C.
32 J 8 J 32 8

Пример 4. Найти интеграл J cth2 xdx.

Решение.

U2,*- fϋ*ΐ£Λ= f
*

+ u=
‘ Jsh1* J sh2 x Jsh2* j

= - cthjr + T+ C = jr-cthx + C.

Пример 5. Найти интеграл Jch3 xshjaic.

J ch3 jrsh jcctc = J ch3 xd (ch x) =
x

+ C.

Решение.

Задачи

Найти интегралы от гиперболических функций:

1. J ch2 xdx. 2. J ch3 xdx.

3. J sh34jfch4xaCt. 4. J th2 xdx.

5. J ch4 xshxdx. 6. J sh5xchxiir.

7. Г|+2,с|,'л. 8.
J sh2 x J ch2 x

Ответы

1. — sh2x + — х + С. 2. shx +
4 2

sh3.r
л ,

shMx
„

+ С. 3. hC. 4. thx + дг + С.
16

ch5 х
+ С. 6.

sh6*
_

chjr + 2 shx-1 _

+ C. 7. ; + C . 8. + C.
shx chx
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Гпава 5.

Определенный интеграл и его приложения

Пусть на отрезке [а, Ь] определена функция у = /(х). Отрезок

[а, Ь] разобьем на η частей точками а = х0 < х, < · · · < х„
= Ь. В

каждомиз элементарных отрезков длины Δχ, = х,
-

х,_, (/=1,2,...,«)

произвольным образом выберем точку z, и составим сумму

Л

Χ/(2,)Δτ( = /(ζ,)Δχ, + /(ζ2)Δχ2 + ··· + /(ζπ)Δχ„. (5.1)
/=1

Сумма эта называется интегральной суммой функции у = /(х) в

промежутке [а, Ь].

Определенным интегралом от функции у = f(x) в промежутке

[а, Ь] называется предел ее интегральной суммы, когда число

элементарныхотрезков неограниченно возрастает, а Длина наибольшего из

них стремится к нулю:

П

(x)dx= lim y./(z()Ax,. (5.2)
η-»—

max Дх, —» 0

Если функция у = f(х) непрерывна, то предел (5.2) существует и

конечен.

Свойства определенного интеграла:
ь ь

1. J/(x)<fr = J/(r)<*.
а а

о

2. jf(x)dx = 0.

а

Ь а

3. \f{x)dx = -\f{x)dx.
а Ь

b с Ь

4. |/(χ)ώ = |/(х)Л + |/(х)Л.
а а с

\f
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5.

о σ η σ

JI/,(*) - /2(х) + /з(х)] dx = J /, (х) dx - J /2 (дг) dx +1 /3(х) dx.

а а а а

Ь h

6. J cf(х) dx = сJ /(х) dx.

7.

л

J/(x)^ = /(х)-

§ 5.1. Вычисление определенного интеграла

1. Теорема Ньютона-Лейбница. Определенный
интегралот непрерывной функции в данном промежутке равен разности
значений любой первообразной функции для верхнего и нижнего

пределовинтегрирования:

ь

\f{x)dx=F{x)\ha = F{b)-F{a), (5.3)

где

F\x) = f(x).

2. Замена переменной в определенном интеграле осуществляется
по формуле

ь р

|/(χ)Λ = |/[φ(0]φ'(Ο<Λ, (5.4)
а а

где х = <р (/), а = φ (а), Ъ = φ (β); t - новая переменная; α, β - новые

пределы интегрирования.
3. Интегрирование по частям в определенном интеграле:

ь ь

J U (х) dv (х) = и (х) V (х) |
*
- J V (х) du(х) (5.5)

а а

ИЛИ

ь ь

J и (х) v'(x) dx = u(b) v (b) - и (a) v(a) - J v (x) м'(х) dr. (5.6)
a a

200



4. Теорема о среднем значении. Если /(дс) < ф(*)
при а<хйЬ> то

о о

J f{x)dx< |ф(дг) dx. (5.7)

Если f(x) и φ (х) непрерывны при айхйЬ и φ (дс) > 0, то

Ь h Ь

ι»ι|φ(*)Λ*|/(χ)φ(χ)Α* Λ/Jφ(лг)сйс, (5.8)
а а а

где т - наименьшее, а М — наибольшее значение функции f(дс) на

отрезке[а,Ь].
В частности, если φ(χ) = 1, то

и

m(b-a)if f{x) dx < М(Ь-а). (5.9)

Неравенства (5.8) и (5.9) можно заменить соответственно

эквивалентнымиим равенствами:

ь ь

J fix) <9(x)dx = f(c)j φ (дс) dx (5.1 Q)

p

jf(x)dx = /(d)(b-a), (5.11)

где с и d- некоторые числа, лежащие между а и Ь.

Число

^
ь

μ=ϊΓ7ί/(,)Λ <5·|2>
а

называется средним значением функции у = /(*) на отрезке айхйЬ
4

Пример 1. Вычислить определенный интеграл |*!Л.
1

Решение. По формуле (5.3) имеем
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44 3

J^-τ = li-ii = —-iz=2i
3 3 3 3'

Замечание. В соответствии с теоремой Ньютона-Лейбница можно

брать любую первообразную подынтегральной функции В данном случае вме-

х3 ж3
сто — можно было бы взять

-γ-
+ 5, которая также будет первообразной

для функции у
~

л :

4

jx2dx = 'ii+s3

43 /V λ

A\

= —+ 5 I-

l3 J
- + 5

/

= —+5-i-5 = —.= 21.
3 3 3

Тот же результат получается и в общем случае:

4

jxldx =
I

(** r·}
4

(43 Ϊ Г13 \
—+c f· c — —+c
3 3 3

v J ^ J ( J

= —+С---С = 21.
3 3

В дальнейшем мы будем рассматривать лишь ту первообразную, для

которойпостоянное слагаемое равно нулю.

я

2

Пример 2. Вычислить интеграл J cos*dx.

о

Решение.

К

2

ί cosxdx = sin* I* =sin-j-sinO= 1-0= 1.

9'2* 1
'

Пример 3. Вычислить f —+ —?*■ dx.

Решение. На основании свойств 5 и 6 определенного интеграла и

формулы (5.3) получаем

if—+—Ul&-- [*<£г + f—l~dx = -·—

Л 5 2VTJ 5J bvr 5 2

+ >/Г|’=^(92 -42) + (>/9-л/4) = --65+1 = 14.
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5

Пример 4. Вычислить J хл/х + 4dx.

о

Решение. Введем новую переменную по формуле Vx + 4 = t.

Определимх и dx. Возводя в квадрат обе части равенства yJx + 4 = t,

получимjc +4 = t2, откуда x = t2- 4 и dx = 2tdt. Находим новые

пределыинтегрирования. Подставляя старые пределы в формулу л/х + 4 = г,

получаем: V0 + 4 = /, откуда 1 = 2 и а = 2; >/5+4 = г, откуда / = 3,

β = 3.

Таким образом,
5 3 3 3

\ J ху/х + 4dx = J (г2 - 4) tltdt = j (21
'
- 8r2) dt = 2J t*dt -

0 2 2 2

3

-ijl2dt
2

2 , , 8 , ,

= j(35 -25)--(33 -23) =

2 8 506 11
= -211 19= = 33—

5 3 15 15

Пример 5. Вычислить f-g-
Ivr+r

Решение. Положим Vx = t, тогда x = t2 и dx = 2ldt. Подставляя

старые пределы интегрирования в формулу -Jx = t, получаем а = 0.

β = 2-

Следовательно,

f dx f 2tdt e (t + ·) ~ 1 r e d (t -

Г = I = 2f dt = 2\dt-2\J ,/7+1 J / +1 J ' + 1 J J i +
о VX T 1 о 0 0 0

= 2/1 ф
- 2In Iг + 111 ф

= 2 (2- 0)- 2 [In (2+1)-In (0+1) J =

d(t+ 1)

1

= 4-21n3 * 1,803.

203



Пример 6. Вычислить J Inxdx.

I

Решение. Применяем формулу интегрирования по частям (5.5).

Полагая м= Inx, dv = dx, определяем du — — dx, v = x.

x

Следовательно,

e '€
e

J \nxdx = xlnx j (

-

J
— xdx = x\nx j J

— j dx = xlnx | (

- x 11 =
1 \x 1

= e\ne-\ \n\-(e-\) = e-0- e+ \ = \.

π

Пример 7. Вычислить Jx sin xdx.

о

Решение. Интегрируя по частям, получаем

π ΪГ π

J xsinx<£c = J xd (-cosx) = x (-cosx) j ^ - f (-cosx) dx =

0 0 0

= -xcosx j
*

+ sinx j
*
= -(7icos7t-OcosO) + (sin7t-sinO) = π.

Пример 8. Определить площадь, ограниченную дугой косинусои-

π π
ды в пределах от х =

-у
до х = — и осью Ох.

Решение. Исходя из геометрического смысла определенного

интеграла,заключаем, что искомая площадь выразится интегралом

5 =

π

^ cosxiir.

к

2

Вычисляя этот интеграл, получим

7Г

2

S= J cosxiic = sinx

К

~2

(-1) = 2 (кв. ед.).
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Пример 9 . Оценить интеграл У ■!Яcos xdx.

Решение. Так как 0 £ cos2 х ^ 1. то по формуле (5.9) находим

2 2 V 2

т. е. 1,57 < /< 1,91.

Задачи

Вычислить интегралы:

'1. J (jс3 + х)А.

3· ί
da

- cos а
о

2. f—dc.
J х
1

9

4. {(Ήτ Л.

-2

f
^

f.

0

f Λ

J χ'ί+4χ-21 KJx2 +2x + 4

ί
*

8.

6

f
*

"T

:2^5-4x-x2 Jjx + 3

2 0

\x2yj4-x7dx. 10. 1 XCOSXifx.

Оценить интегралы:

11.
j S+X3

12.

2ir

ί 10+ 3cosx
-I

Ответы

1 20
1.66. 2. 1. 3. 1. 4.40. 5. -0,2In2. 6. In3. 7. arcsin-. 8. —. 9.π. 10.2.

3 3

2,2 2 ,2
11. —</<—. 12.—π</<-π.

9 7 13 7
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§ 5.2. Площадь криволинейной фигуры в декартовых
и полярных координатах

Площадь криволинейной трапеции АаЬВ (рис. 5.1), ограниченной

сверху графиком кривой у = /(х), слева и справа
- соответственно

прямыми х = а, х = Ь, снизу - осью Ох, вычисляется по формуле
ь ь

S = jf(x)dx или S = jydx. (5.13)
а а

Дифференциал переменной площади АахХ (рис. 5.1) равен
dS = ydx.

то

Рис. 5.1 Рис. 5.2

Если кривая задана параметрическими уравнениями

* = /(0, У =

</5 = <р(0/'(')<*

Р

s=J<p(')/'(0<*. (5.14)

Площадь криволинейной фигуры Л,Л2Д2в, (рис. 5.2),

ограниченнойсверху и снизу соответственно кривыми у, = /,(х), у2 = /2(.г),
слева и справа

-

прямыми х~а и х=Ь, определяется формулой
Ь о

S = J[/i(*)-/2 (*)]<& ИЛИ S= J(y,-y2)dx. (5.15)
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Плошадь криволинейной трапеции CcdD (рис. 5.3), прилежащей к

оск Оу, вычисляется по формуле
а а

S = J <р (у) dy или S = J xdy. (5.16)

Рис. 5.3 Рис. 5.4

Площадь сектора ОАВ (рис. 5.4) кривой, заданной уравнением в

полярных координатах г = г (φ):

5 = |1г2с/ф. (5.17)
а

Пример 1. Определить площадь, ограниченную линиями ху = 6,
дг = 1, х = е, у = 0 (рис. 5.5).

Рис. 5.6

Решение. Определяя у из уравнения гиперболы ху = 6, получим
6

у = —. Из условия вытекает, что а = 1, b = е. Подставляя значения д. b
х
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и — (выражение для у) в формулу (5.13), находим:
X

S = ‘J dx_
х

6lnx 6 (In e - In l) = 6 (1 - 0) = 6.

Пример 2. Вычислить площадь, ограниченную кривой

у- 6х-х2 -5 и осью Ох.

Решение. Чтобы определить пределы интегрирования, найдем

точки пересечения кривой (параболы) с осью Ох (рис. 5.6). Решая

системуу= 6х - х2 - 5, у = 0, получим х, = 1, х2 = 5, следовательно,

о=1, Ь = 5.

Таким образом, искомая площадь равна

5 5 5 5 5

S = J ydx — J (6х - х2 - 5) dx = ej xdx - j" х~ώ; — 5J dx =

II 111

-5x|' = 3(52-12)-^(53-13)-

-5(5-1) 3-74 124-5 4 =
3

216-124-60

3

Пример 3. Определить площадь, ограниченную параболой

у=х2— 5х + 6 и координатными осями (и прилегающую к обеим

осям).
Решение. Найдем пределы интегрирования. Так как фигура
ограниченаслева осью Оу, то нижний предел интегрирования а = 0.

Криваяу = х2 -5х + 6 пересекает ось Ох в двух точках: х, = 2, х2 = 3

(рис. 5.7), следовательно, верхний предел Ь = 2. Таким образом,
2 2 2 2

S = J (х2 - 5х + 6) dx = J x2dx - 51 xdx + 6j dx =

0 0 0 0
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2 2

-5— + 6х I ^ = 5 —+ 6 2:
2

10
3 2

= --10+12 =

3

Рис. 5.8

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой

у2 = хъ, прямой у = 1 и осью Оу (рис. 5.8).
Решение. Искомую площадь определим по формуле (5.16). Под-

2

ставляя в нее значения с=0, d = 1 и выражение х = у3, получим

1 2

S=jy3dy =
о

Пример 5. Найти площадь

фигуры,заключенной между линиями:

у = х2, у2 =х.

Решение. Решая совместно

систему уравнений у = х2, у2 - х,

находим абсциссы точек

пересеченияданных кривых: xi =0, х2
~ 1.

Следовательно, пределы
интегрированиябудут: а = 0, 6=1 (рис. 5.9).

Искомую площадь вычисляем по
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формуле (5.15). Заметим вначале, что у1 = 4х, у2 = х2 (получено из

уравнений линий).
Таким образом,

I i II

5 = J (_у, - _у2) iic = J(-/х -х2) dx= \jxdx-^x2dx =

О О 0 0

ξ1
3

2

з з_з'

7 7

Пример 6. Вычислить

площадь, ограниченную

параболой х = 8у-у2 -7 и

осью Оу.
Решение. Для
определенияпределов
интегрированиянайдем точки

пересечениякривой с осью Оу.
Решая систему

уравненийх — 8у — у2 — 7
, х = 0,

получаем >», = 1, у2 = 7

7 7

5 = J (8.V - У2 ~ 7) dy = уф- J y2dy - 7J dy =

I 1 I

~ ТУ I ^ = 4 (49
— 1) — -j (343

— 1) —

-7(7-1)= 192-114-42 = 36.

Пример 7. Определить площадь, ограниченную одной аркой

циклоидыjc = а (/ — sinr), у = (1 — cos/) и осью Ох (см. рис. 5.11).

Решение. По формуле (5.14) получаем:

2т 2π 2π

S= j ydx = Jo (1 -cos/) a(l -cost) dt = a2 j (l-2cos/ +
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+ COS 0Wjil-2coS(+-!±^)wji|-2COSM-

1 -

^
+ — cos2/

2

2π 2π

dt = -a2jdt- 2a2 J costdt + — a2J cosltd (21) =

oo о

2n

3

7
a2t

2k

-2a2 sinf
о

2π a2
л sin2i

о 4

2k

= 3πα2.
о

Пример 8. Вычислить

площадь, ограниченнуюлемнискатойБернулли
г2 = а1 cos2(p.
Решение. Кривая
симметричнаотносительно

координатныхосей (рис. 5.12),
поэтому достаточно

определитьодну четвертую
искомойплощади по формуле
(5.17):

π

.2 Ϊ1 1 Г 2 at а~
— S = — I a cos2φ<Λρ = — I cos2cpd (2φ) =

— sin2<p
4 2J 4 J 4

a

4

Таким образом, S= a2. В частности, при a = 2 получим 5 = 4.

Задачи

Вычислить площади фигур, ограниченных линиями:

1. у - X2 - 6х + 8, у = 0. 2. х = 4-у2, х = 0.

3. у — Injc, х= е, у=0. 4. у'=х2, у = 1.

5. у2 = 2рх, х2 = 2ру. 6. У = 2-х2, у3=х2
Найти площади фигур, ограниченных линиями:

7. х = a cos3 /, у — а sin3 / (астроида).
8. x-acost, y = bsini (эллипс).

9. Одним витком спирали Архимеда г = αφ.

10. х2+/ = у2.
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Вычислить площади,

ограниченныепетлей кривой:

11. у2 (2а - х) = х (х - а)2
(строфоида).

12. х3 + у3 - 3аху = О

(декартов лист).

Ответы

4 32 44-,
1. -. 2. —. 3. 1. 4. -. 5. -р-.

3 3 5 3

„
2 Зтш

6.2—, 7.
15 8

8. паЬ.

4 з η ^ 4 — π 2 3ΰΐ
9. — π"α . 10. —. 11. —-— а . 12. . Указание. Переходя к поляр-

3 3 2 2

ным координатам x=pcos<p, у = р51Пф, получим:
π

Зазнкрсовф „
9а2 } sir

Р . з з , -5 — I г

sin φ + cos φ 2 J (sin

sin2 φακ2 φ
3 ГГ

φ + cos φ)

Так как sinip = tg9· costp, то подынтегральное выражение сводится к виду

tg2 (tg9) ^
1 1

(1 + tg φ)
з—откуда сразу находится первообразная:

3 Ι + tg φ

ле

§ 5.3. Длина дуги кривой

Длина дуги кривой у = /(х), где а<хйЬ, вычисляется по форму-

ό Ь

l = j^ + y'2dx ши / = J-у/1+ [/'(*) ]2Л. (5.18)

Длина дуги кривой, заданной параметрически

χ = φ,(/), у = ф2(0 (/,</< г2),

определяется формулой

11 = jу1х? + у? dt Wiu l=j ν<Ρί2ω + φ'22(/)<Λ. (5.19)
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Если кривая задана уравнением в полярных координатах г = г (φ)

(а л φ £ β), то

•-μгг +г'2 <Лр. (5.20)

2 2 2

1 . Найти длину дуги астроиды х3 + у3 = а3. Чему равнаПример

длина астроиды при а = I, а = — ?

Решение. Поскольку астроида

симметрична относительно

координатныхосей (рис. 5.13), нам

достаточновычислить длину дуги АВ и

полученный результат умножить на

4.

Дифференцируя функцию
2 2 2

х3 + у* = а3 как неявную, получим

|χ"+|/ν=ο,/=-4·
Найдем выражение для подынтегральной функции, входящей в

формулу (5.18). Имеем

По формуле (5.18) находим

I*3 +у

гЗ

2

3
а

х

I
з

Т
з

>dx =

= а

а

0

з 1 -

— а3х3
2

а

= |а, 1 = 6а.

о
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Пример 2. Вычислить длину дуги полукубической параболы

Решение. Указанная дуга состоит из двух частей, симметричных
относительно оси Ох (см. рис. 5.8).

Вычислим длину одной из них. Находя производную функции

Пример 3. Найти длину дуги одной арки циклоиды х = a(t -sin г),

у = а( \ - cos t).

Решение. Движущаяся точка описывает одну арку циклоиды

(рис. 5.И), когда t меняется от 0 до 2π. Следовательно, в формуле
(5.19) г, = 0, /2 = 2π.

Найдем выражение для подынтегральной функции в формуле
(5.19) . Дифференцируя уравнения циклоиды, получим:

у2 = х3, отсекаемой прямой х = 5.

у2 = х3 и подставляя ее в формулу (5.18), получим

5 5

О О

х/ = а (1 - cos/); у', =osin/.

Таким образом.
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Подставляя это выражение в формулу (5.19), находим
2π 2π 2π

/ = J -\jx'2 +y'2dt= J 2asin ~dt = 2aJ sin ~dt =

ooo

2π

= 4αJ sin ^ - 4a cos —

2

2π

0

- 4a (cosn - cosO) =

= — 4a (— 1 — 1) = 8a.

Итак, / = 8a. Например, при a = — 1 = 4, при a = 1 / = 8.

Рис. 5.15

Пример 4. Найти длину дуги эвольвенты (развертки) окружности:
х= =a(/sin/ + cosf), у — a(sinf-/cos/) от точки A (t = 0) до

произвольнойточки М (/).

Решение. По формуле (5.19) получаем

I ' I ■,

/= JtJx'2 +y'2dt = ajyl(tcost)2 +(tsint)2dt = aj tdt =
-j-.

0 0 0

Развертка окружности изображена на рис. 5.14.

Пример 5. Найти длину дуги спирали Архимеда г = αφ от полюса

О до любой точки М (см. рис. 5.15).
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Решение. По формуле (5.20) получаем

ф

/ = а

Так как

ί νχ' + bdx = —

2
x-Jx + b + 61η + + c.

TO

Φ
r

1
= aJ -^1 + φ2 d<$ =

— Ι^φ^/φ2 + 1 + In (φ + -^φ2 + 1 j
φ

о

Рис. 5.16

Пример 6. Вычислить длину кри-

■ з φ
вой г = asm —.

3

Решение. Вся кривая описывается

точкой при изменении φ от 0 до 3π

(рис. 5.16).

Так как г =asin —cosy,
то на

основании формулы (5.20) находим

Р Г [~2 · б Ф 2 ■ 4 Ψ 2 Ф . f . 2 Ф ,

- J Ja sin
y
+ a sin

у
cos ya<p

= ajsm у αφ =

2φ
1 - cos — 3; 3"

_

= a f — = ~ J -

у J cos— α'φ =

a 3 . 2φ
sin—

2 2 3

3πα

Τ’
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Задачи

Найти длину дуги кривой:

,
х2 3

1. У = , отсеченной осью Ох.
2 2

2. у - 2 4х от х = 0 до х = 1.

3. у = ach — между прямыми х = ±а.
а

4. х = — у2 от у
= 0 до у = 3.

5. х = е‘ sin /, у - е' cost от t = 0 до (= .

) Вычислить длину всей кривой:
6. x = ncos/, y = asin/.

7. х = a(2cost-cos2t), у= а (2 sin /-sin 2t).

с1 с2
8. т = — cos5 /, у = — sin31 (с2 = а2 -Ь2).

а Ь

9. r = o(l + cos<p).

10. Найти длину петли кривой: х = /2, y = /-w3.

N. Вычислить длину дуги гиперболической спирали г<р = 1 от точ-

f \\ (\ '

ки А I 2,— I до В —,2
V 2) К2'

12. Найти длину дуги логарифмической спирали г = αβφ (рис. 5.17)
находящейся внутри круга радиуса г = а.

¥'

Ответы

1. 2VJ+ln(2 + V3) Указание.

j •Jl + х2 dx вычисляется

интегрированиемпо частям (см. пример 6, §9 4)

2. yfl + In ^1 + л/2^. Указание. При

Рис. 5.17 Логарифмическая
спираль

г = αε^Ψ

вычислении интеграла приме¬

нить подстановку х= sir t.
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3. 2ashl = 2,35α. 4. 9—.
3

У казание. Длина дуги кривой

х = φ (у) вычисляется по формуле / = JVI7x'2dy. 5. V2
π

ei-l . Кривая

j

называется логарифмической спиралью (рис. 5.17), ее уравнение в полярных

4 (аъ-ЬЪ) г
6.2πα. 7.16а. 8. — 9.8а. 10. 4V3. У1

ab
координатах: г = еф к а -

зание. Пределы интегрирования определяются из уравнения / — — /3 =0
3

12. aj2.

§ 5.4. Объем тела вращения

Объем тела, полученного вращением вокруг оси Οχ криволинейной
трапеции АаЬВ (рис. 5.18), где АВ -

дуга кривой у = /(*), вычисляется

по формуле

ь ь

Ух = π|y2dx или Vx = π| /2(х) dx. (5 2l)

Рис. 5.19

Объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу криволинейной
трапеции CcdD (рис. 5.19), где CD -дуга кривой х= φ ^определяетсяпо формуле
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(5.22)

d а

Vy = π| x2dy или Vv = πJ φ2 (у) dy.
C C

Пример 1. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси

Ох криволинейной трапеции, ограниченной параболой у2 = 2х,

прямойх = 3 и осью Ох.

Решение. В соответствии с условием задачи определяем пределы

интегрирования а = О, Ь~ 3 (рис. 5.20).
По формуле (5.21) находим

1 1

V, = πJ у1 dx = rej 2xdx = юс:| q

= 9π.

Пример 2 . Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг
оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной гиперболой ху = 4,

прямыми х = I, х = 4 и осью Ох (рис. 5.21).
Решение. Из условия вытекает, что о = 1, Ь = 4. Из уравнения

кривой ту = 4 находим у = —, откуда у2 --у. Следовательно,

Ух dx = 16π

4

I

= -16n^-lJ= 12π.

Пример 3. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси

Оу криволинейной трапеции, ограниченной гиперболой
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а1 Ь2

и прямыми у = ±26.

Решение. Искомый объем определяем по формуле (5.22). Из

условия,что пределы вытекает интегрирования будут: с = -26, d = 26.

Выражение для х2, входящее в эту формулу, определяется из

уравнениягиперболы:

4=1+4·. *г=/ у24
1+^а' 6"

Подставляя эти выражения в формулу (5.22), получаем

J 2Ь s 2 \ 26 ■> 1Ь

V.=njx2dy = nj а2\ 1 + ^т dy=na2 jdy+ ηγ- Jy2dy =
-2b -2b -2Ь

2b
2 I " О2 V3

= παν + π——Λ I -2* b2 3

26

= tm2[26-(-26)] +
-26

+ ((26)3 - (- 26)3] = no146+— πα26 = — πα26, V =— πα26.
362 3 33

Пример 4. Вычислить объем тела, полученного вращением
эллипса

2 2
■

iL+Z_.i
*2 62

вокруг оси С>у. (Тело это

называется эллипсоидом

вращения, рис. 5.22.)
Решение. Так как в

данномслучае c=-b, d = Ь,

16 28 28

х2=о2

то по формуле (5.22) определяем
ь ( ..2 ^

νν = 1”ТГ ύ(ν = πα2 J dy-πητ Jy2dy =

-ь { b
/ -6

6
-6
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h

na2y
—h

πα2 з

3b2
у = na2[b-(-b) ]-—- [b3 - (-b)3) =

3о

= 2na2b-~ na2b = т na2b.
4

3

4 , 4 3

Итак, К = — тса‘Ь. При a = b= R получаем V = — nR~ - объем шара.

Пример 5. Найти объем тела, полученного вращением одной арки

циклоиды

х = а (/- sin/), y = a(l-cos/)

вокруг оси Ох.

Решение. Движущаяся точка описывает одну арку циклоиды,

когда/ меняется от 0 до 2π (см. рис. 5.11), при этом х изменяется от 0 до

2па. Так как x=a(/-sin/), то

dx = a U - sini)'dt = a(l-cos/)i#.

Следовательно,

2ти 2к

Vx = π J y2dx = πJ a2 (1- cos/)2 a (1- cos/) dt =

о о

2π 2π

= πα3 J (1-cos/)3 dt — na3 J(l- 3cos/ + 3cos2 / -cos3 t)dt =
о 0

A l·

3cos/ + 3 f 1 + «в2Л . 7 . Ί
,

I J-(l-sin“/)cos/1 dt =

Г?я^ 2* 2κ 2π Ί

= πα3 J — dt-4j cos/<Л + —J cosltd (2/)+ J sin2 /J (sin/) =

= na'

'

2π
3

2π . з
2π"

5
— / -4sin/12π + —sin2/

sin t
+

2 10 d
0 4 о 3

0

3 5
,

= 7ia —2π.

Таким образом,
У = 5n2a3.
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Задачи

Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох

криволинейной трапеции, ограниченной линиями:

I. 2у2 — х3, х = 4. 2. у1 -2рх, х = р.

3. у = sinx (одной полуволной), у = 0.

4. у2+х4=х2. 5. y=ach—, х = ±а, у = 0.
а

6. х2-у2 =α2, х = ±2а. 7. х- acost, у = Asinr.

8. х = f3, у = /2, х = ± 1.

Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу
криволинейной трапеции, ограниченной линиями:

9. у3 = 4х2, у — 2. 10. х2+у4=у2.
2 2 2

II. х2+у2-а2. 12. х3+у3=а3.

13. у2 = 4-х. 14. у = х3, х = 0, у = 8.

15. x = a(/-sinO, у = а (/ - cos/). 16. х = /, у = /2, у = 4.

Ответы

1. 32π. 2. Лр3. 3. 4. Указание. Пределы интегрирования

а = — 1, ^ = 1 находятся из уравнения кривой у2=х2(1 —х2).

.3
5. Κύ~

^ sh2 х Λ 8тш3 4 ,2 6π 4π 4 3
+1 . 6. 7.-71ab2. 8.—. 9.π. 10.—. 11. —πα3.

2 J 3 3 7 15 3

32πα> 512 3 3
12. —-—. 13. π. 14. 19.2π. 15. 6nV. 16.8π.

105 15

§ 5.5. Приложения определенных интегралов
к решению простейших физических задач

1. Если точка движется по некоторой кривой и абсолютная

величинаскорости ее ν = /(/) есть известная функция времени /, то путь,

пройденный точкой за промежуток времени [а, А], равен

О

5= J/(0 dt. (5.23)

а

2. Работа переменной силы X = F (х), действующей в направле¬
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нии оси Ох, на отрезке [a,b] определяется формулой

А

a

(5.24)

3. Сила давления Р жидкости удельного веса γ на вертикальную

пластинку, погруженную в жидкость, вычисляется по формуле

Р = (5.25)

где у
- /(х) - известная функция, зависящая от формы пластинки.

Пример 1. Скорость точки ν —О,м/сек. Найти путь s,

пройденныйточкой за промежуток времени Т = 10 сек, протекший от начала

движения. Чему равна средняя скорость движения точки за этот

промежуток?
Решение. По формуле (5.23) получаем

10
4

10

s= ίθ,1/\* = 0,1 — =250 и.
J 4
о о

Следовательно,

=
~

= 25 м/сек.

Пример 2. Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть

пружинуна 0,06 м, если сила 1 « растягивает ее на 0,01 и?
Решение. Согласно закону Гука, сила X н, растягивающая

пружинуна х м, равна X = кх, где к - коэффициент пропорциональности.

Полагая дс = 0,01л» и Х=1 н, получим Л = 100, следовательно,

X - кхг = ЮОог. Искомую работу определяем по формуле (5.24):

0,06
f , I 0.06

А= J 100χώ = 50χ2| = 0,18 (длс).
о

Пример 3. Вычислить силу давления Р воды на погруженную в нее

вертикально пластинку, имеющую форму треугольника АВС с

основаниемАС= b и высотой BD = Л, предполагая, что вершина В этого
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треугольника лежит на свободной поверхности жидкости, а основание

АС параллельно ей (рис. 5.23).

Рис. 5.23

лучаем

Решение. Пусть ΜΝ -

ширина

пластинки на уровне BE = х. Из

подобия треугольников MBN и

АВС находим

ММ BE ух
= или — = —.

АС BD Ь И

отсюда

Ъх

у=т
На основании формулы (5.25) по-

ρ = γ|
о о

3

_
yb А3

_
γΑΑ3

о=ТТ
=~'

Известно, что вес кубического метра воды равен 1000 кг.

Следовательно,если А и А выражены в метрах, то γ = 9,80665· 103 н и

Р = 9,80665-103—.
3

Например, если Ь = 6м и А = 2 м, то Р= 78453,2 н.

Задачи
1. Скорость тела, брошенного вертикально вверх с начальной

скоростьюν0, без учета сопротивления воздуха определяется по формуле

V = V0
- gt,

где t - протекшее время; g
-

ускорение силы тяжести. На каком

расстоянииот начального положения будеу находиться тело через t сек

после броска?
2. Скорость движения точки v = te~°'OU м/сек. Найти путь,

пройденныйточкой от начала движения до полной остановки.

3. Ракетный снаряд поднимается вертикально вверх. Считая, что

при постоянной силе тяги ускорение ракеты за счет уменьшения ее

веса растет по закону у
= (а-Ы> 0), найти скорость в любой
а-Ы

момент времени t, если начальная скорость равна нулю. Найти также
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высоту, достигнутую ракетой к моменту времени t = fj.

4. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать

воду из вертикальной цилиндрической бочки, имеющей радиусоснованияR и высоту Н.

5. Какую работу нужно затратить, чтобы тело массы т поднять с

поверхности земли радиуса R на высоту А?

6. Вычислить кинетическую энергию диска массы М и радиуса R,

вращающегося с угловой скоростью ω около оси, проходящей через
его центр перпендикулярно к его плоскости.

7. Какую работу надо затратить, чтобы остановить железный шар

радиуса R = 2m, вращающийся с угловой скоростью ω =

100
= —— π рад/сек вокруг своего диаметра (удельный вес железа γ =

= 7,8 103 кг/м3)?
8. Вертикальная плотина имеет форму трапеции. Вычислить силу

давления воды на плотину, если известно, что верхнее основание

плотиныа= 80 м, нижнее основание 6= 50 м, а высота плотины

А = 20 м.

9. Найти силу давления жидкости, удельный вес которой γ, на

вертикальныйэллипс с осями 2а и 2Ь, центр которого погружен в

жидкостьна уровень А, причем большая ось 2а эллипса параллельна
уровнюжидкости (А > Ь).

Ответы

1. νηί —
&

- bt}) In

2. ί = 104м. 3. ν = — Inί—-—1 Α = —2"[а/, ~(α-
b ya-bt) b21 1

4. A=fR2H2. Указание. Элементарная сила

α-А/,

(сила тяжести) равна весу воды в объеме слоя толщиной dx. т. е.

dF = TTfR2dx, где у- вес единицы объема воды. Следовательно, элементарная

/ярЛ
работа силы dA =ynR2(H—x)dx, где х - уровень воды. 5. А — —. Си-

1 + -

2

г- .
тМ

ла, действующая на тело массы т, равна г — к —г—, где г - расстояние от

центра земли. Так как при г - R имеем F = mg, то кМ = gR~. Искомая
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ΑΤ/Ι *
_

·

, С ,
тМ

. , . „ ( I 1 ι meh 1
. .„2 2

работа будет А = | к —— dr = kmM = —. 6. — Л/л to.3
Jr2 {R R+h) h 4
R 1+r

R

n „
mv2 рг2ш2 .

Решение. Кинетическая энергия частицы диска dk = ао,

где σ - элемент площади; г - расстояние его от оси вращения; р
- поверхност-

M
ная плотность, p = —.

πR2
^

Μ(ύ2 2 , ^

Таким образом, ak — r r do. Отсюда
2nR2

,
Л/ω2 r j ,

MR2032

R2 J 4

7. k =-^-/?2ω2 =22,5-10* дж. Указа-

о

н и е. Количество необходимой работы равно запасу кинетической энергии.

8. p = ia + 2^h- , 117679,8 103н. 9. p=afrpih.

§ 5.6. Несобственные интегралы

Интегралы с бесконечными пределами и интегралы от

неограниченныхфункций называются несобственными интегралами.
Интегралы с бесконечными пределами. По определению имеем

+- ь

f f(x)dx= lim [ f(x)dx= lim [F (b)- F (a) ], (5.26)
J J /)—>+«*
a a

где

F'(x) = f(x).

Если существует конечный предел в правой части равенства (5.26),
то несобственный интеграл называется сходящимся, в противномслучае-расходящимся.

+ «в

Если |/(χ)|<φ(χ) и интеграл J φ (х) <ir сходится, то и интеграл
а

(5.26) также сходится (признак сравнения).
Аналогично определяются:

b Ь

j f(x)dx= lim f/(x)iZt; (5 27)
J a—►-ooj
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(5.28)

+ “ с Ь

ί f(x)dx = lim \f(x) dx + lim f/(x) dx.
* b-+a*J
-m a c

Интегралы от неограниченных функций. Если функция f(x) не

ограничена в любой окрестности точки с отрезка [а, 6] и непрерывна

при а£х<с и с<х£ Ь, то по определению имеем

b c-t Ь

[/(*) tir = lim ί/(*)<&+lim \f{x)dx, (5.29)
J e—>0 J η-»0 J
a a с+η

где ε и η изменяются независимо друг от друга. В случае с = Ь или

с~р получаем

или

Ь b-t

\f{x)dx= lim \f{x)dx
* 0 J

a a

(5.30)

(5.31)

Несобственный интеграл (5.29) называется сходящимся или

расходящимсяв зависимости от того, существуют или нет определяющие
его пределы соответствующих определенных (собственных)
интегралов.

Если существует непрерывная на [а, Ь\ функция F (х) такая, что

F'(x) = /(х) при х * с, то

ь

jf(x)dx=F(b)-F(a). (5.32)

Пример 1. Показать, что несобственный интеграл

+ ··

схо¬

дится.

Решение. По определению

+ ~>

f *

.!?PJT77
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Так как

Ь

dx ь
lim j = lim arete* I

„
=

6-»+<-J \ + χ2 />-»+-
1 0

= lim (arctgfe-arctgO) = — -0 =
—,

*-»+- 2 2

то интеграл сходится.
+ <**

Пример 2. Показать, что несобственные интегралы j xclx.

J sinxa!r расходятся.

Решение. Так как

+ ~ b

f f *2
xdx - lim xdx = lim —

J
0 0

/»->+« 2

=
— lim b = +~,
2 *-»+-

то интеграл расходится.

Рассмотрим второй интеграл:

О

lsinx£&= lim |sin*<ix = lim (-cos*)J i—t + « J й—>+«.
= - lim (cos6).

b—» + oo

Так как lim соsb не существует, то интеграл расходится.

Пример 3. Исследовать на сходимость несобственный интеграл

1

Решение. По определению

f dx С dx *·α+Ι
—

= lim I —= lim :
J *a A-»+<«■J *a Λ—»+-> —Ot+1

= lim
Л-м-«

^ ra+1

-a+1 -a+1
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Существование последнего предела зависит от величины а.

Если а > 1, то

( Ь~а+'
lim

*-»+«> ^ —<х + 1 -а + 1

1

а-Г

интеграл сходится.

Если а < 1, то

lim
(Ь~а+1

1 Ϊ
г- г =+«

ν-α+1 -а+1J

интеграл расходится.

|1ри а = 1 интеграл также расходится, ибо

+“
. IЬ

Г ώI —= lim
J X

Inx = lim (In6- In 1) = +»

Пример 4. С помощью признака сравнения показать, что интеграл
«*

Г &
■■■ сходится.

{ v'l + дг-

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию:

I 1 1

Так как при х-

1

V X4

и j— dx сходится (см. пример 3), то на основании признака сравне¬

ния заключаем, что интеграл

/
dx

л/l + x4

ТЯКЖС СХОДИТСЯ



Пример 5. Исследовать на сходимость несобственный интеграл

Решение. Это интеграл от неограниченной функции

(подынтегральная функция не определена в точках х, = -1, х2 = 1,

при х—>-1 и х—>1 функция неограниченно возрастает).
По определению имеем

1 о 1
,

f dx
_ f dx f dx

= lim
ε->0

U

J
dx

l-e

- l+e Vi-*’
+ lim

e-»
im [
-»o J

dx

lim arcs in x
ε->0

-l+e

+ lim arcsinx
ε—>0

l-e

= lim [- arcsin (-1 + ε) ] + lim [arcsin (1
- ε) ] =

ε->0 ε—»0

π π
= —+—= π.

2 2

Пример 6. Исследовать, при каких значениях а > 0 сходится не-

к

собственный интеграл J — (Ь > а).
„

(х~а)

Решение. Если α * 1, то интеграл

ь

при ε—>0 имеет пределом «> или конечное число —'■—(Jb — αγ α
в

зависимости от того, будет ли α > 1 или а < 1.

Если а = 1, то
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J
dx

x-a
<7+e

= [In (6-α)-1ηε]—> (прие-»0).

Следовательно, данный интеграл сходится при α < 1.

Пример 7 . Показать, что интеграл [ —сходитсяJ SX

Решение. Подынтегральная функция не ограничена в любой

окрестноститочки х = 0 и непрерывна при -1 £ х < О, 0 < х £ 8.

3
-

Так как первообразная функция — х3 непрерывна в точке х = 0, то

на основании формулы (5.32) получаем
О

J
-I

dx 3 -

Мх~2Х
9^
2

Задачи

Исследовать на сходимость несобственные интегралы:

1. f Л2.
Jj+X2

2.
f 1 · 1

j

—z- sin — dx.

J2x2 x

3. J cosxdx.

0

4.

n

[—(b> α,λ> 0).
{(Ь-хГ

5.

I*2'4
6. fin,Λ 7. f fJ J xlnx

0 1

Ответы

1. π. 2. 1.3. Расходится. 5. Расходится. 6. — 1. 7. Расходится.
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Дифференциальное исчисление

функций нескольких переменных

Раздел IV.

Гпава 6.

Функции нескольких переменных

Переменная величина ζ называется функцией двух переменных

величинх иу, если каждой паре допустимых значений х и у

соответствуетединственное значение ζ. Функция двух переменных обозначается

одним из символов:

z = f(x,y\ г = ф(х,у), z=F(x,y), z = z{x,y) и т. п.

Систему значений х и у называют точкой М (х, у\ а функцию двух

переменных
- функцией точки z = /(Л/).

Геометрическим изображением функции двух переменных

являетсянекоторая поверхность в пространстве.
Значение функции z- f(x,y) при x = a, у = Ь обозначается через

/(а, Ь).

Переменная величина и называется функцией трех переменных
величинх, у, ζ, если каждой тройке значений х, у, ζ соответствует

единственноезначение и. Обозначение:

u = f{x,y,z), Μ=φ(χ, у, ζ) и т. п.

Функцию м = /(х,у,ζ) называют функцией точки и = /(Л/), где

М (х,у, ζ).
Аналогично определяется функция п переменных x,y,z,...,i:

“ = /(*> ,У> ζ,

Совокупность значений х, у, г,...,/ называется точкой

М (х, у, ζ,, ί) п-мерного пространства, а функция п переменных-

функцией точки и = f(M).

§ 6.1. Область определения функции двух и трех

переменных. Частное и полное приращение

Совокупность всех точек, в которых определена функция
несколькихпеременных, называется областью существования или областью
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определения функции.
Лия функции двух переменных областью определения является

некотораячасть координатной плоскости, ограниченная одной или

несколькимилиниями (или вся плоскость), для функции трех
переменных- часть пространства (или все пространство).

Частные приращения функции ζ = /(дс, у) определяются формулами:

&xz = f(x+Ax,y)-f(x,yy, (6.1)

&yz = /(х,у+Лу)-/(х,у). (6.2)

Полное приращение функции z = f{x,y)‘.

^
Лх = /{х + Лх,у + Лу)-/{х,у). (6.3)

Частные приращения функции и- f{x,y,z) определяются формулами:

Лхи= /{х + Лх,у,г)-/{х,у,г)·, (6.4)

&.уи = f(x,y + by,z)-f{x,y,z)\ (6.5)

Л.и = f(x,y,z + hz)~ f(x,y,z). (6.6)

Полное приращение функции и = /(дг, у, г):

Ли = /(х + Лх,у + Лу, z + Az) — f(x, у, ζ). (6.7)

Аналогично определяются частные приращения функции п

переменных.Например,

Δхи = f{x + &х,у,ζ,...,/) — /(х,у, г,...,О. (6.8)

Полное приращение функции п переменных:

Аи = /(дг + Ах,у + Ау,г + Лг,...,/ + Δ/)— f(x,y,z,...,t). (6.9)

Пример 1. Найти область определения функции z = Ах + By
Решение. Функция двух переменных z = Ах + By определена при
всех х и у Следовательно, ее областью существования будет вся

плоскостьОху. (Геометрическим изображением этой функции является

плоскость в пространстве.)

Пример 2. Найти область определения функции х2 + у2 + z2 = 9.

Решение. Разрешив это уравнение относительно ζ, получим две

функции

z = ±yj9-x2-у2.
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Функции определены, когда подкоренное выражение неотрица¬

Последнему неравенству удовлетворяют координаты всех точек,

лежащих внутри и на 1ранице круга радиуса R = 3 с центром в начале

координат. Таким образом, областью существования этих функций
будет круг радиуса R = 3. (Сами функции изображают сферу радиуса
R = 3 с центром в начале координат.)

Пример 3 . Найти область определения функции z = -Jxy.
Решение. Данная функция определена, когда подкоренное
выражениенеотрицательно, т. е. ху^.0. Это возможно в двух случаях:

1) х ^ 0, у > 0; 2) х < 0, у <. 0. Первому условию удовлетворяют

координатывсех точек, лежащих в первой четверти и на координатных

осях, второму
-

координаты точек, лежащих в третьей четверти и на

координатных осях. Следовательно, область определения
-

совокупность точек, расположенных в первом и третьемкоординатныхуглах и на координатных осях.

Пример 4. Найти область существования функции

]

Решение. Функция определена, когда подкоренное выражение
положительно (в отличие от предыдущего примера равенство нулю
здесь исключается), т. е.

Последнему неравенству удовлетворяют точки, лежащие внутри

круга радиуса R = 3 (граничные точки исключаются). Область
определенияфункции -

совокупность точек, лежащих внутри круга радиуса
R = 3 с центром в начале координат.

Пример 5. Определить приращения функции z = ху, когда х и у

изменяются от точки А/0(1,2) до точек: М{( 1,1;2), Мг( 1; 1,9),

Λ/3(1,Ι;2,2).
Решение.

1. При изменении х и у от точки М0(1,2) до точки Л/,(1,1; 2)

приращение получает только аргумент х, причем Ддг = 1,1- 1 = 0,1.

Частноеприращение функции по х определится формулой (6.1):

тельно, т. е.

9-х2-у2 £ 0 или х2+у2й9.

9-х2 - у2 >0 или х2 + у2 < 9.
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Ατζ = (х + Ах)у-ху = ху+ Аху-ху = уАх,

Αχζ = уАх, Δχζ = 2·0,1 = 0,2.

2. Когда х и у меняются от точки Л/0(1,2) до точки Л/2( 1; 1,9)

приращение получает лишь аргументу, причем Лу = 1,9- 2 = -0,1.

Частное приращение функции по у вычисляется с помощью

формулы(6.2):

Δ ν.ζ
= х (у + Δу) — ху = ху + хАу - ху = хАу\

Ayz = хЛу, Δ^ζ = 1 (- 0,1) = - 0,1.

.,3. В последнем случае (при изменении от А/0 до Л/3)
приращенияполучают оба аргумента, причем Δχ = 1,1 - 1 = 0,1; Ay =

= 2,2-2 = 02.

Полное приращение функции определяется формулой (6.3):
Αζ = (х + Δχ) (у + Ау) — ху = ху + хАу + уАх + АхАу -ху

—

= хАу + уАх + АхАу, Δζ = 10,2 + 2 0,1 + 0,1 0,2 = 0,42.

Замечание. Из формул Αχζ = уАх, Ayz = хАу, Αζ = хАу + уАх +

+ АхАу видно, что ΑζΦ Axz + Ayz.
Пример 6 . Найти линии уровня функции z = xy.

Решение. Линией уровня функции z = /(х, у) называется

геометрическоеместо точек плоскости Оху, для которых данная функция
имеет одно и то же значение: уравнение линии уровня есть

/(Х'У) — с-

В данном случае имеем ху = с. Линии уровня являются

гиперболамипри сФ 0.

Пример 7. Найти поверхности уровня функции м=х2+у2+г2.
Решение. Поверхностью уровня функции трех переменных
м = /(х, у, z) называется геометрическое место точек пространства

Oxyz, для которых данная функция имеет одно и то же значение, т. е.

/(x,y,z) = с.

Поверхности уровня функции и = х2 + у2 + z2 даются уравнением

X2 +yz + z2 =с,
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которое определяет совокупность сфер радиусов R = -Jc с центром в

начале координат.

2х + у
Пример 8. Дана функция /(х,>») = —. Доказать, что:

х + 2у

1) /(1,2)= =—2) f(c,c) = -n-c,c).
j и» и

Решение. Так как

/0,2) =
2-1 + 2

1 + 2-2

= |. /(2,1) =
2-2+1 5

2 + 2-1
”

4’
то

/(1,2)-/(2,1)= 1, /(1,2)=у^.
Так как

/(с,с) =
2с+с

с+2с ^=1, Л-с,с) =
3с

2(-с)+с
-с+2с

то

— с

с

= -1,

/(с,с) = -/(-с,с).

Задачи
Найти области существования функций:

1. z = x2+y2. 2. z=ln(^ + x).

3. z =
У

.

у-х
4. х2 +.v2 +z2 -а2 = 0.

е
1

5. z = . 6. z = -J(x2 +у2 -4)(25—х2 - у2)

Построить линии уровня функций:
7. z = х + у. 8. z = x2-y2.

9. z = 4.
х*

2х
Ю- г- , 2.

X- +>>

Найти поверхности уровня функций трех переменных:

11. м= x + y+z. 12. μ = χ2+/-ζ2.
13. Дан периметр 2р треугольника. Выразить площадь S треуголь-
кяк rfivHvmпо hbvx его сторон г и ν Опрс лепить м построить об-



ласть возможных значений х и у.

IX. Определить объем У правильной четырехугольной пирамиды
как функцию ее высоты х и бокового ребра у.

15. Дана функция F (х, у) = -у—У. Вычислить F (0,1), F (0, -1),
У'+х

F(l,l), F(2,-2), F(a,a), F(a,-a).

16. Доказать, что для функции z=x3+xyz-2y3 выполняется

равенствоF(tx,ty') = t3F(x,y).
17. Определить Αχζ, Ayz и Δζ для функции ζ = χ2— ху + у2.
ВычислитьΑχζ, Ayz, Δζ, если х изменяется от 2 до 2,1, а у изменяется от

2 до 1,9.

Ответы

1. Вся плоскость Оху. 2. Полуплоскость, расположенная над прямой
х + у = 0 (х + у > 0). 3. Две полуплоскости, определяемые прямой

у
— х = 0. 4. Круг радиуса R= а, включая граничные точки. 5. Круг радиуса

R — а, исключая точки окружности х2 + у2 = о2. 6. Кольцо между

окружностямирадиусов /?( = 2, Rj = 5. 1. х + у = с\ прямые, параллельные

прямойх+ у = 0. 8. х2 — у2 = с; равносторонние гиперболы при с * 0.

9. у = сх2; параболы. 10. с (х2 + у2) = 2х; окружности. II. x + y+z=c\

12. x2+y2-z=c, 13. S = ijp(p-x) (р~ у)(х +У~ р)· Область

существованияфункции: 0< х< р, 0<у<р, х+у> р, т. с. множество точек

внутри треугольника, ограниченного линиями: х = р, У~Р, * + У=Р-

14. К = |(у2-х2)х. 15.1; -I,

17. Δ,ζ = (2х-у + Δχ)Δχ = 0,21;

Δζ = Αχζ + Δ νζ
- АхАу = 0,03.

§ 6.2. Предел функции нескольких переменных.

Непрерывность

Число А называется пределом функции z = f(x,y) в точке

М0(х0,у0). если при любом ε>0 найдется δ>0 такое, что для всех

точек Ч (г. \·). отстпятцик от Ч мепыпе чем па δ выполняется пера

1 а2 - а
_

а- I

3 а2 + а о+1

А уг
= (2у - х + Лу) Ау = - 0,19;



венство

|/(х,;у)-Л|<е.
Обозначения предела функции:

(6.10)

lim f(x,y)=A·,
М-*Ма

(6.11)

lim /(х, у) = А.
х-*Хо

(6.12)

Функция z = f(x,y) называется непрерывной в точке

если выполняется равенство

Мо(хо>Уо)’

lim /(дг,у) = /(х0»>'о).
■т-м«
У~*Уо

(6.13)

причем точка М(х,у) стремится к точке А/0(*0,>'0) произвольным

образом, оставаясь в области определения функции.
Если обозначить χ = χ0 + Δχ, >> = у0 + Δ>’, то равенство (6.13)

можно переписать так:

lim /(х0 + Δχ, у0 + Ay) = /(х0, у0Х
&i-tO

Ду-»0

или

(614)

lim [/(jc0 + Ax.>'o + Av)-/Uo.>'o)] = 0·
Δι—*0

Δ>—»0

(6.15)

Принимая во внимание формулу (6.13), равенству (6.15)
дать вид

можно при-

lim Δζ = 0,
Δρ-»0

(6 16)

где Δρ = -^Δχ2 +Ау2 -расстояние между точками М0(х0,у0\
М (х, у).

Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области,
называетсянепрерывной в этой области.

Если в некоторой точке N (х0. Уо) не выполняется условие (6.16),

то точка Ν0 называется точкой разрыва функции г = /(х, у).

Нарушение условий непрерывности функции z- f(x,y) может

происходить как в отдельных точках, так н в точках, образующих одну
иди несколько линий (линии разрыва)
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Пример 1. Найти lim SlnJ^.
х-+2 у
у-» О

Решение. В точке М (2,0) функция z = —не определена.
У

Умножив и разделив данную функцию на х * 0, получим

sinxy xsinxy sinxy
=» = х —.

у ху ху

Переходя к пределу в последнем равенстве, получаем

sinxy sinxy sinxy
lim = lim x ■

= lim x · lim = 21 = 2,
\ i-»2 у i-*2 Xy x—>2 x-»2 ХУ
' y-»0 у—>0 у—> 0 у—>0

sina
так как lim = 1.

a-»0 Ct

Пример 2. Дана функция

/(х, у) = х sin--У уsin- (х2+у2 *0), /(0,у) = 0, /(х,0) = 0,
У X

найти lim fix, у).
i-*Q

у-* 0

ε ε
Решение. Возьмем ε > 0, тогда при |х|<—, |у|<— получим р =

ε ) I tY Ίϊ
J +1 — j

=

-γ-
e. Составим разность fix, у)- 0 и оценим ее:

|/(x,y)-o|s|x|-
. 1 . 1
sm — + |>т sin —

X
*М+ H<f+f=ε·

Таким образом,

|/(х,у)-0|<Е.
На основании формулы (6.10) заключаем, что

lim fix, у) = 0.
х-»0

X у

Пример 3. Найти lim —z—=—г-.
χ-»° χι + у
>·-* о
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Решение. Данную функцию можно представить так:

хуХ2У
х2+у2 х2+у2

X.

Поскольку

ху

х2+у2
<1

(это можно получить из соотношения (х-у)2£0: х1 - 2ху + у" ^ О,

, тох2*у222ху,->
^

2 х^+у'

|/(*,.v)|=
ху

х2 + у2
х\й-\х\.

Если задано ε>0, то при | дс | < δ и δ = 2ε получим

|/(*,*0-θ|£^|χ|<^·2ε = ε,

т. е.

| f(x, У) - 01 < ε.

Следовательно,

х2у
lim —5 5- = 0.
х-»0 xL + yi
у—» О

х2 - у2
Пример 4. Найти lim —5 у.

χ-»0 X +ус
у-* О

Решение. Разделив числитель и знаменатель на х2, получим
.2

2
.

2

1-1 -

+"
Κι’

Так как при х—>0 и у—»0 произвольным образом отношение — не

х

имеет предела, то данная функция также не имеет предела.
Если положить, что х—>0 и у—» 0 вдоль прямой у = Lx, то
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1-

lim
с -*0

V -»0

X2 - vJ

x’V

-r>r
:?.44
,-.o 1 +

V x)

l-A

l + A·

Предел зависит от ко (ффициента к, для каждой прямой у = кх он

будетсвоим

ХУ+ Ύ
7 }

Пример 5. Дана функция /(дг, y,z) = — (х +yz*Q%
ХУ-2

ху
— 2 и 0). Покатать, что при х—>0, у—*0 функция не имеет предела

Решение. Предположим сначала, что М (х, у. 2) -» Л/0(0,0. 0)
вдоЛь прямой, не лежащей в плоскости Оху Уравнения этой прямой
можно написать так:

х = at, у = Ы, 2 * ct.

На этой прямой данная функция является функцией одной переменной

t, а именно:

/(х,у,г) = <р(Г) =
abt2 У ct

abt2 - ct

abt + с

abt - с

Следовательно,

lim /(х, у, ζ) = Ιιτη φ (/) = -1.
M-*M„ I —*0

Пусть теперь Μ—► Μ0, оставаясь в плоскости Оху. Для любой точки

этой плоскости г = 0, поэтому

/(x,y,z) =— = I

и

lim f(x,y,z) = I.

Сравнивая полученные результаты, заключаем, что данная функция не

имеет предела в начале координат, ибо предел не должен зависеть от

способа стремления точки М к предельной точке М0.
Пример 6. Показать, что функция z-xy непрерывна в любой

точкеплоскости Оху.
Решение. Прежде всего функция ζ = ху определена при всех г и у,

т. е. во всех точках плоскости Оху. Полное приращение функцииопределяетсяформулой
Δ; = хАу + уАх + ЛхДу.
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Переходя к пределу при Δχ—>0, Ay—»0, получаем

lim Az = 0,
Δι—* О

Ду-»0

т. е. функция z = xy непрерывна в любой точке М (х, у).

Пример 7. Найти точки разрыва функции

4-х2-у2
Решение. Функция не определена там, где знаменатель

обращаетсяв нуль, т. е. в точках, для которых 4-х2 - у2 = 0. Эта функция

разрывнав каждой точке окружности х2 +у2 = 4. Следовательно, линией

разрыва является окружность х2 + у2 = 4.

Задачи

Найти пределы функций:

1. lim«M
х-*0 X

у—>4

X +у
2. lim —5 7.

*->о xL +у
у-* 0

3. Ит -у—(х * 0, у * 0).

Доказать непрерывность функций:
5. z-x-у. 6. z = x2+у2.
7. u=x + y+z. 8. и= х2 +у2 +z2.

Найти точки разрыва функций:

4. lim
ж->0 х + у
,у-> 0

9- /(*>у) = -^Ц-, /(0,0)= 0.
х+у

7

у~х

11. z —
у2 +х2

у2-X2
x + y+z

13. и = .

z-xy

Ю./(х,у) = -^—т, /(0,0) = 0.

х-+у

л

12. z =

14. и =

Jt2 - V2 - 2

z2-x2-^2

Ответы

1.4. 2.0. 3. Не существует. 4. Не существует. 9. 0(0,0). 10. 0(0,0).

11. Прямые у—±х. 12. Гипербола х2 — у2 =2. 13. Гиперболический пара·

болоид z—xy. 14. Конус х + у -z =0.
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Глава 7.

Производные и дифференциалы

§ 7.1. Частные производные и полный дифференциал

функции нескольких переменных

Частной производной функции нескольких переменных по одной

из этих переменных называется предел отношения соответствующего
частного приращения функции к приращению данной переменной,
когда последнее стремится к нулю.

Для функции двух переменных г = /(х, у) по определению имеем:

дг\
дх

±Л'(Х'У) lim
Δ г —+ О

f(x + Ax,y)-f(x,y)
Ах

(частная производная по х).

lim f(x,y + Ay)-f(x,y)

Ay
(частная производная по у).

При нахождении частной производной пользуются правилами
дифференцирования функции одной переменной, считая все другие

аргументы постоянными.

Полным дифференциалом функции z = f(x, у) называется главная

часть полного приращения Δζ, линейная относительно приращений

аргументов Ах и Δу.

Разность между полным приращением Δζ и полным

дифференциаломdz есть бесконечно малая высшего порядка по сравнению с

р = -jAx1 +Лу2, т. е.

Az-dz = t-р, ε—»0, когда р—>0, (7.1)

где

dz = А(х,у)Ах + В(х,у)Ау. (7.2)

Функция, обладающая непрерывными частными производными,

заведомо имеет полный дифференциал. Дифференциалы независимых

переменных совпадают с их приращениями, т. е. dx = Ах, dy
—

Ay.

Полный дифференциал функции z = /(х, у) вычисляется по формуле

dz — zp- dx + dy. (7.3)
rtr rrv
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Функция, имеющая полный дифференциал, называется

дифференцируемой.
Из формулы (7.1) следует, что

Δζ = dz (7.4)

или

Эт dz
f(x + Hsx,y+ty)-f(x,y)~^-dx +— dy.

dx dy

Формулу (7.5) можно переписать так:

/(х + Ах, у + Ay) = f(x, у) + dx + dy.
dx dy

(7.5)

(76)

Полный дифференциал функции трех переменных вычисляется по

формуле

,
ди

,
ди ди

du = — dx +— dy +— dz.
dx dy dz

(7.7)

Пример 1 . Найти частные производные функции z = х1 + 2ху + у2.
Решение. Считая у постоянной и дифференцируя z как функцию х,

получаем частную производную по х:

f- = (х2 )'х + (2хуУх + (у2 Ух = 2х + 2у + 0 = 2 (х + у),
дх

Считая х постоянной и дифференцируя z как функцию у, находим

частную производную по у:

^
= (х2 Уу + (2ху)'у + (у2 Уу = 0 + 2х + 2у = 2 (дс + у).

Пример 2. Найти частные производные функции

.г

и =
1 2 2

х~ +у +Z

Решение. Пользуясь правилами нахождения частных производных,

получаем:

Эм

дх

(

Xz+y-+z\l
_
х'(х2+у* + )-(х* + у1 +ZzyxX

(.т2+y2+z2)2
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_

х2 + у2+z2-2xx y2+z2-x2
2 4. .2Ϊ2

:
(Xί + γΔ +ζ2 )2 (χΔ +ys +ζΔ)

— ί X

Эу lx2+y2+z
x'(x2 +y2 +z2)-(x2 +y2 +z2)[.x

2 У (x2+/+z2)2

-2XV

(x2+y2+z2)2

Эи

Эг x2+/ + z2
x'(x2 + y2 +z2) —(x~ + >>2 +z2)'x

(x2 + y2 +z2)2

-2xz

(x2 +y2 +z2)2

Пример 3. Найти полный дифференциал функции

Решение. Так как

ди

и= arctg—.
У

ди

дх х2 + у2
’

Эу х2 +у2
’

то по формуле (7.3) находим

du-

х2+у2 X2 +у2 х2+у2

Пример 4. Найти полный дифференциал функции
7 2 2

U=X +y +Z .

Решение. Определяя частные производные функции

ди ди ди

S=2*· ъ
= 2у· э7=2г

и подставляя их в формулу (7.7), находим

du = 2xdx + 2ydy + 2zdz.

Пример
5. Как изменится объем прямоугольного параллелепипеда

с ίΠ,,рвениями а— Я v г- 7»», ког^т его темтп и ттготтг!

1.



увеличивается соответственно на \0см и 5см, а высота уменьшится

на 15 ои.

Решение. Объем параллелепипеда выражается формулой V = xyz,

где х, у, 2, - его измерения. Приращение объема можно приближенно
подсчитать по формуле

AV * dV, где dV = yzdx + xzdy + xydz.

Так как по условию х= 8, у-6, z= 3, dx-Q,\, dy-0,05, <a!z = -0,15,

то

</F = 6 3 0,l + 8 3 0,05 + 8 6 (-0,15) = 1,8 + 1,2-7,2 = -4,2.

Итак, объем уменьшится на 4,2 мъ.

Пример 6. Вычислить приближенно 1,023,01.
Решение. Рассмотрим функцию z=xy. Искомое число можно

считать приращенным значением этой функции при х = 1, у = 3,
Δχ = 0,02, Δу= =0,01.

Первоначальное значение функции ζ=13 = 1. На основании

формул(7.4) и (7.5) получаем

Δζ =» dz = yxy lAx + ху In хАу = 31 0,02 +1 - In 1 - 0,01 = 0,06.

По формуле (7.6) находим

1,02301 = 1 + 0,06= 1,06.

Задачи

Найти полные дифференциалы функций:

z= sin2 у + cos2 х. 2.
x+ у

z —.

TV
t

r = e*. 4. 9-
(N

k.II3

и = x2yz. 6. u= In (x2 +y2 +z2).
Вычислить значения полных дифференциалов функций:

7. Z-— при х = 2, у = 1, dx= 0,1, dy = 0,2.
х

8. z = еху при х = 1, у = 2, dx - - 0,1, dy = 0,1.

Подсчитать приближенно изменения функций:
V

9. и = arctg —, х изменяется от 2 до 2,1; у
- от 3 до 2,5.

х
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10. φ = arcsin —. χ изменяется от 5 до 4,5; у- от 3 до 3,3.
х

Вы жслить приближенно:

11. (1,02)3(0,97)2. 12. 7(4,05)2 + (2,93)2.
13. Как изменится диагональ / прямоугольника со сторонами

а = 10 см, />=24 см, если сторону а удлинить на 4 мм, а сторону b

укоротить на I мм? Найти приближенную величину изменения и

сравнитьс точной

Ответы

I. dz - irnlydy-imlxdx.
\

2. dz = -
dx dy
—+ -^r

'
( I

3. dr = е Л -dt-
( s

4. du = 2r (cos2cpJr - r sin2cpJ<p). 5. du = x {2zydx + xzdy +

2
+ xvdz). 6. du — —r r {xdx + ydy + zdz). 7. 0,075. 8. -0,1c2 =

X +y +z

--0,739. 9. -0,1. 10.0,15. 11.1,00. 12.4,998 13. dl = 0,062 cm\

AJ = 0,065 cm.

§ 7.2. Производные и дифференциалы
высших порядков

Частными производными второго порядка функции z = /(х, у)
называются частные производные от ее частных производных первого

порядка. Обозначения:

Э]z_
дх2 Эл: ^ Эх J’ 3У2

#z__±(dz\ Э2г

3x3у ду V дх / дудх

dz)

ду
3 ( dA
Эх {ду/

(7.8)

Употребляются и другие обозначения:

/-"-jLiiiY г'-Л(0е}\ г· = Л(iil
3x1 Зх/

^ ду{ду/7ху Эу1Эх/ (7.9)

Если смешанные производные f” и /" непрерывны, то

результатыдифференцирования не зависят от порядка дифференцирования,
т. е.
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(7.10)
d2z d2z

дхду дудх

Аналогично определяются частные производные более высокого

порядка. Например, для функции z-f(x,y) частные производные

третьего порядка определяются формулами:

д31 д ( ^2 Л
д z

.

d3z д (э-М
Эх3 Эх V

1ч»

Ч*. ду3 ду 1>2J
Э3г Э

Эх2Эу ду

( dlz d*z3- -i-l
k
Эх2 J ду2дх Эх 1^ ду~ J

и т. д.

Частные производные третьего и высших порядков, отличающиеся

только последовательностью дифференцирования, равны, если они

непрерывны. Например,

83z d3z d3z

дх2ду дудх2 дхдудх

Дифференциалы второго, третьего и более высоких порядков

функции z ~ /(х, у) определяются формулами d2z = d (dz), d3z =

= d (d2z) и t. д. Они выражаются через частные производные

следующимобразом:

d2z d2z. ) О Z , -у _ О Z
,

. U Z . 1

dlz = —г- dx2 + 2 dxdy + —jdy ;
Эх

d3z =
d3z

dx3 + 3-
d3z

дхду

dx~dy+ 3

(7.11)

d3z d3z

Эх3 дх2ду

Вообще справедлива символическая формула

п ( д э У'

d:‘[dxTx+dyb) ζ·

aaj**‘*V*·. P.I2)

(7.13)

которая формально раскрывается по биномиальному закону.
Пример 1. Найти частные производные второго порядка функции
Z = (x1 + y1)1.
Решение. Находим сначала частные производные первого порядка:

— = 2 (х2 + у2) (х2 + у2 у = 2 (х2 + у2) 2х = 4х3 + 4ху2;
Эх
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|^ = 2(л2 +y2)(x2 +у2)'у = 2(x2 + y2)2y = 4x2y + 4y3.

Дифференцируя каждую из полученных функций по х и по у, получим
частные производные второго порядка:

Э2z 3 , 2
,

2 , ,
+ 4ху )=(4х +4*г У‘=

Э2 ζ Э f
2 1 1 ■>

^=ь\ъг^4х у+4у Y’=4x +12у ·

d2z

дхду

d2z Э (dz

дудх дх 1ч ду

Как и следовало ожидать,

= ^ f^j = (4л3 + 4лу2 )1 = 8дгу;

= (4х2у + 4у3)'х = 8дгу.

Э2г
=

Э2г

Элду с^уЭх

Пример 2. Дана функция м = л2>Л Найти ее частные производные

третьего порядка.
Решение. Дифференцируя, находим:

и’х - 2ху3, и' = Зх2у2, и" = 2у3, и" = бху2,

и" = бху2, и" = 6х2у, uZ = 0, и'" = 6у2, uZ = 6у2,

u'Z = 12ху, u'Z = 6л2, и"у = 6у2, uZ = 12лу, t/v" = 12лу.

Пример 3. Доказать, что функция

и =
1

Jx2+y2+z2

д2и д2и д2и
п

удовлетворяет уравнению —- + —-+ —— = 0.
Эл‘ ду dz2
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Решение. Найдем сначала частные производные данной функции

и = (х2 + у2 +Ζ1) 2
:

^ = -χ(χ2+/+ζ2) 2;
ах

г,л . ..2 , .2^ 2 _(*2 +у2 +z2) 2 .

Э2Ы
—=3xz(x'+j^+z
ах

z^=-y(x2+y2+z2)~2;
д2и

ду
Y=3y2(x2 +у2 +z2) 2 -(х2 +у2 +z2) 2;

Эы

Эг
= — z (х2 +у2 + z2)

з

2 ·

9

^= 32г(^+/ + гг)
5 3

2 -(х2 +у2 +Z2) 2
.

Сложив вторые производные, получим

д2и Ъ2и д2и

Эх2 ду2 Эг2
= 0.

Пример 4. Найти дифференциалы второго и третьего порядка

функции и = х2у\
Решение. Принимая во внимание результаты примера 2, по

формулам(7.11) и (7.12) находим:

d2z = 2y3dx2 + \2xy2dxdy+6x2ydy2;

d3z = 3-6y2<fr2i/y+3· \lxydxdy2 +6x2dy3.

Задачи

Найти частные производные второго порядка следующих функций:

1. z = \nJx2+y2. 2. z = arctg —. 3. и= xz2 + sin —.
У У

4. Дана функция у = f(x + at)+y(x-at), где а = const, а /(и·) и
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φ (w,
- две произвольные функции, имеющие первую и вторую

производные.Показать, что у удовлетворяет уравнению

д2у _2 д2у
т

а
1

■

Эг Эх"

5. Найти дифференциалы второго и третьего порядков функции

И-хУ.

Ответы

■· LJX
,

■>

(*

,
I f.y

2x * x‘ ■ X „ n „
- —г cos т-sin—;

= 0; u„ = 2x.

У У У У

х2
7"

2ху

>2)2 Lxy
~

*

ух ~~(х2+у2)2’ ‘vr (*2+/)2'
1 ( \

X

1
.
„

uxv —

2

Λ Λ λ

cos- -
— sin — : и". = 2z; и" =

У У { У > У)

§ 7.3. Дифференцирование неявных функций

Функция п переменных х, у, z, t, и называется неявной, если

она задана уравнением

F (х, у, z,, t,u) = 0, (7.14)

не разрешенным относительно и.

Если функция F (х, у, г,и) = 0 и ее частные производные

F', F', F',..., F', F' определены и непрерывны в некоторой точке

M0(x0,y0,z0,...,tQ,u0) и в ее окрестности и если F (Μϋ) = 0, но

F.'( Мо) * 0, то уравнение F (х, у, z,..., t, и) = 0 вблизи точки

М0(х0,y0,z0,..., t0, и0) и в самой точке определяет и как

непрерывнуюи дифференцируемую функцию от x,y,z,...,t.

При соблюдении указанных условий производные неявной

функциии, заданной уравнением F (x,y,z,... ,t,u) = 0, находятся по

формулам:
=

Эи_ (Ί 15ч
Ъх fi' by fi' dz f; Э/ f;-

В частности, если у
- неявная функция одной переменной х, заданная

уравнением F (х, у) = 0, то



(7 16)<ty__ Fx
Ъх~У F·/

для функции двух переменных, определяемой уравнением
F (х, у, z) = 0, имеем

Эz
(7.17)

К dz
_

Fy
Fr ду~ F''

Пример 1. Найти первую и вторую производную неявной функции

ln-y/x2 +у2 - arctg — = 0.

Решение, В данном случае F(х,у)= ln-^x2 + у2 -arctg—. Произ-
х

водная ее определяется формулой (7.16). Находим частные

производныеэтой функции по х и по у:

'

= |^1п(х2 + у2) - arctg^J =Fi

1·2χ 1

2 (х2+У2)

f:=
' 2 (х2+у2)2у-

1 +

1 1

У_ 1- х+у
х2 J х2+у2’

1+|>j2
* *2+/ *2 +

У-х ■

2 2 2 *

у х+у

г
х + у У-х

К^+у1

\
-*+У

х-у'.* +>' J

Находим вторую производную:
Г

_ (*+уУ(х~у)~(х~уУ(х+у)/' =

\х-У) (х-уГ

_
(1 + у') (х - у) - (1 - у') (х + у)

(х-у)2



. *-у) I х-у)
(х-у)'

2

(х + у) 2 -

,2 (х + у )

(х-у)*

Пример 2. Найти полный дифференциал функции z = z(x,у), за¬

данной уравнением ezvz - arctg— = 0.
ху

TV
Решение. В данном случае F (г, у, ζ) = ?1>г -

arctg —. Находим

сначала частные производные функции F (x,y,z):

г.
dF * У [ ,ν,

I
F* = ~z7siyze

~

гг т
= >*г е -~т~2—JОт X V - I х'у + ζ .

1 + —у—
4 Л '

dF
С' _ JVC
г„

= —= хге
-

= тс ,·«>*

dF 1

1 +
X У и- tV+z3

bz d?
По формулам (7.17) получаем частные производные т— и т—:

dx ду

dz

dx

^-τπI х'у + z

xy «** + ■

7 2 2

T'y +Z

x [1 + (x2y2 + z2) ]
’

TZ

dz

ду¬
ху

Спеловательно,

ехуг -
x2v2 +z2

exyz +
JfV+z: y

z[l-(x2y2+ζ2)Γ"]
y[\ + (x2y2 +z'-)exyzY
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,
dz dz

dz = — dx +— dy =
ox dy

1 -(x2y2 + z2)e**
1 + (x2y2 + z2) exyz

— (ydx + xdy).
*y

Пример 3. Найти полный дифференциал функции z = z(x,у),

заданнойуравнением z2 - 2ху = с.

Решение. Возьмем дифференциалы обеих частей данного уравнения:

d(z2 ~2ху) = dc, d(z2)-d(2ху) = dc,

2zdz — 2 (xdy + ydx) = 0, zdz — (xdy + ydx) — 0,

У x
zdz = xdy + ydx, dz = — dx + — dy.

z z

Задачи
Найти производные неявных функций:
1. ех siny - еу cos* = 0.

2. {х2+у2)2-а2(х2-у2) = 0.

Найти частные производные неявных функций:
3. 3x2 + 4y2 + 5z2-60=0.

4. — — tg — = 0.
X с

Найти полные дифференциалы функций z = z(jc,y), заданных

уравнениями:

5. х2 + у2 + z2 - 2у - I = 0.

dz

ду

6. z-yez = 0.

Ответы

, ех sinу + еу sinx
*· у =-— ;

■

е cosy
- е cosx

4
dz

-
W

Эх х2+у2
iz
5z

2х3 + 2ху2 - а2х dz Зх
*· У Т I \ “ή · ■*· 1—s _

2хгу + 2у +а2у дх

схdz

dy х2 + у‘
5. dz = --dx +^Z dy.

6. dz =
ze: (zdy + ydx)

z +xyez
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§ т.4. Дифференцирование сложных функций

Если

ι/=/Γ(νι,ν2,...,ν„), (7.18)

где

vi
= v2 =f2(x,y,z,...,t),...,

vn=fn(x> У.z 0. (7.19)

то функция и называется сложной функцией независимых переменных

х, у, z,..., t. Переменные ν,, ν2,..., νπ называются промежуточными

аргументами.
Частная производная сложной функции по одной из независимых

переменных равна сумме произведений ее частных производных по

промежуточным аргументам на частные производные этих аргументов
по данной независимой переменной:

Эы
_

Эы dv,
+

Эи dv2
Эх dv, Эх dv2 Эх

Эм
_

Эи dv,
+

Эи dv·,

Эу Эу, Эу dv2 Эу

Эи dv_
+

э^'17;
Эи dv_

+

э^"фГ;

Эи
_

Эи dv, Эи Эу2
+ +

Эи dv„
Э/ dv, Эг dv2 Э/ dv„ dt

(7.20)

В частности, если все промежуточные аргументы являются

функциямиодной независимой переменной х, то функция (7.18) будет
сложной функцией от х. Производная этой функции называется полной

производной и находится по формуле

du
_

Эи dv| Эи dv2
^ ^

Эи dvn
dx dv, dx dv2 dx dvn dx

(7.21)

uti г 2v 2

Пример 1. Найти —, если и = е у, где z = sinx, у = х .

dx

Решение. Функция и = ez-2-K зависит от двух промежуточных

аргументовν, = у, v2
= х. По формуле (7.21), которая в данном случае

принимает вил

du
_

Эи dy Эи сЬ

dx dy dx dz dx
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получаем

— = ez~2y (- 2) 2х + ег 2у
cos* = ег 2у

(cosx - 4х) =
dx

= esmjc_2xJ (cosx - 4х),

так как

ди

ду
= е:-2у(-2), dz~

’

dy dz
— = 2x, — = cosx

or dx

Замечание. Тот же результат можно получить и другим путем,

выразиви как явную функцию х

и = esini~2xl
и продифференцировав последнюю:

4- = (esini-2"2 )'(sinx - 2х2)' = esinx~2xl (cosx - 4х).
dx

Пример 2 . Найти полный дифференциал функции

2 У 2 X
u=x arctg у arctg—.

х у

Решение. Функцию и двух переменных х и у можно представить

следующей формулой:

usF(v1,v2,V3,v4) = v1v2-v3v4, (А)

где

v,=x2, v2 = arctg-, v3=y2, v4 = arctg—.
x у

(В)

Полный дифференциал функции и = f(x,y) определяется формулой

,
ди ди .

du = —— dx + -— dy.
дх ду

Найдем частные производные и с помощью формул (7.20),
Эх ду

которые в данном случае примут вид:
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Эи Эи dv| Эи Эу, Эи Эу, Эы Эу.,
Эх Эу, Эх

+
Эу, Эх

+

Эу3 Эх
+

э^7 Эх

Эи Эи ЭУ) Эи Эу, Эи Эу, Эи Эу,

~ду'~ Эу| ду
+

Эу2
+

Эу3 Эу
+

Эу4 Эу

Из формул (В) получаем:

^ = 2*. ^-=0; ^- = —/-τί-4) =

-π·.
Эх ду ах (yY\ x’J х +у

(С)

Эу, 11 х Эу3 Эу,
п·

J

Эу
"

ryV х х2+у2’ Эх
’

Эу

чjJ
Эу4 1 1 у Эу4 1

Эх м
2

у х2 + у2
’

Эу м
2

1 + 1 + ■—

[у) 1 >)

— х

X2 + у2

Принимая во внимание, что

Эи Эи Эи Эи

^"V2· д^~У" V-=-V4-
Эу, Эу4

= -v3

и подставляя полученные выражения в формулы (С), находим:

!=ν’ ^+v777+(‘v,)0+(''Vj)'7Ϊ7'
„

у х у
= 2хarctg—

х хх + у X +у

У У— = 2х arctg
У у(х +У )_
х х2+у2

= 2х arctg у;
х

-^■
= ν, -Ο + ν, ·-? r + (-v4)-2y + (-v3)

ду
1

х +у

ί \
— х

х +У )

9 Зэк. 1817
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} 7 У

XX _ X Xу x(jf +у4) _ X
—

г
- 2Уarcte -+ -1 г

=

2 2 2>' arctS “:
х +у~ У х~+у‘ х +у у

= x-2yarctg —.
Л'

Следовательно,

*/ы = -^-а!х + -^-а!у = [2х arctg — -

у | i£c +
Эх ду у х )

( х>
+ х - 2у arctg — | dy.
I >7

Пример 3. Дана дифференцируемая функция м = /(х,у), где

x = rcoscp, y = rsin9. Показать, что

Γ^ν+ί-·—Т
[дг) / Эф,

Эмч|2 Г Эи^2
3xJ [эу,

Решение. Применяем формулы (7.20), которые в данном случае

принимают вид:

ди_ди Эх Эм ду Эм Эм Эх Эм ду
дг Эх Эг ду дг’ Эф Эх Эф Эу Эф

По этим формулам получаем:

Эм Эм Эм
. Эм Эм Эм

э^&с“ф+^5тф; эГ~аГГ5"’ф+^''С05ф
или

Эм Эм Эи . 1 Эм Эм . Эм
— = —сояф + —БШф; ——= 51Пф +

—

«яф.
Эг Эх Эу г Эф ох Эу

Возводя в квадрат обе части двух последних равенств и почленно

складывая полученные результаты, находим

что и требовалось доказать.
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Задачи

1. Найти —, если ы= In(дс2 + у2), где x = t, y=t2.
dt

du „j_.i
2. Найти —, если и= е~

у
, где z = cosx, y=sinx

dx

, „ „ du Эи з з w2
3. Найти — и —, если u-v w +—у, где v = cosy, wssinx.

dx ay v

4. Найти полный дифференциал функции

sinv х

и = , где v = xy, w = —.

cosw у

5. Показать, что если функция и = f(x+ay) дифференцируемая,
то она удовлетворяет уравнению

ди
_

ди

ду дх

6. Показать, что функция и = f(v,w), где v = x + at, w = y + bt,

удовлетворяет уравнению

ди ди
,
ди

-=ат+йт·
dt дх ду

Ответы

l
du 2 (1 + 2г )

dt /(1 + f2)

= 3sin" xcosxcos3y + 2 ·

2. — = -2«“2'sin2x.
dx

cos2 у

du 2sin2xsiny
dy cos3 у

-3sin3 xsinycos2 у. 4. du = (ydx + xdy) +
cos — y2 cos2 —

У У

. X
sin xy sin —

-(ydx-xdy)
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Гпава 8.

Применения частных производных

§ 8.1. Касательная плоскость и нормаль к поверхности

Касательной плоскостью к поверхности в данной ее точке М

(точке касания) называется плоскость, в которой лежат касательные в

этой точке к всевозможным кривым, проведенным на данной

поверхностичерез указанную точку.

Нормалью к поверхности называется перпендикуляр к касательной

плоскости в точке касания.

Координаты направляющего вектора нормали т= {а,Ь, с) к

поверхности
F(x,y,z) = 0 (8.1)

в точке М0 (х0, Уо у zo) пропорциональны значениям соответствующих

частных производных функции (8.1), вычисленных в этой точке:

Координаты вектора т входят в уравнение касательной плоскости

к поверхности (8.1) в точке М:

fdFЛfdF_'
[дх (х-х0) +

Ъу ,

+ (*-*») = О (8.3)

и в уравнения нормали к данной поверхности в той же точке:

X ~ Хп У~Уо Z-Zn

dF

дх
'dF) (ЭМ

'

<Эу)п V & J0
Для поверхности

* = f(x,y)

(8.4)

(8.5)
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уравнения касательной плоскости и нормали в данной точке

М„ К. У,. ) принимают вид:

Ζ - г, = /;(*„, Уо) (х - хв) + /у (*о, л ) (у - у0); (8.6)

*-*,
_

У-Уо г-г0

Ух \Xq > Уо ) Уу (*о > ) ~ I (8 7)

Пример 1. Найти направляющий вектор нормали к эллипсоиду

х2+2у2 + Зг2 = 6 в точке Л/0(1, -1.1).
Решение. Прежде всего точка М0 лежит на эллипсоиде, в чем

можЦо убедиться, подставив ее координаты в данное уравнение. Этому
уравнению можно придать вид

х2 + 2у2 + 3z2 -6=0.

Сравнивая данное уравнение с уравнением (8.1), заключаем, что

F(xty,z) = x2+2у2+3z2-6. (А)

Находим частные производные функции (А):

3F

Эх
,

dF . dF
Л= 2х, —=4у, — = 6г

ду oz

и вычисляем их значения в точке Л/ (1,-1,1), т. е. при =1, уа =

= -1, = 1·

dF

дх
= А

3F' (dF\
"МаГ

Следовательно, получен направляющий вектор нормали

т= {2,-4,6}.

Замечание. В качестве направляющего вектора нормали можно взять

вектор т' = {1,-2, 3} или любой другой вектор, коллинеарный вектору т =

= {2,-4,6).

Пример 2. Составить уравнения нормали и касательной плоскости

к сфере х1 + у1 +Z1 -2x + 4y-6z + 5 = 0 в точке Л/0(3,-1,5).
Решение. Найдем частные производные функции F{x,y,z) =

= x2+y2+Z2- 2x + 4y-6z + 5:

261



dF
„

. dF
„

. dF
— = 2x-2, —= 2y + 4, —
αχ ф» oz

2z-6.

Вычислив их значения в точке М0(3, -1,5), получим направляющий

вектор нормали т— {4,2,4}.
В соответствии с формулой (8.3) составляем уравнение
касательнойплоскости

4 (х-3) + 2 (у+ 1) + 4 (z-5) = О

или

2x + y + 2z-15=0.

На основании формулы (8.4) находим уравнения нормали

х-3
_
У+ 1

_

z-5

2
~

1
~

2

Пример З.В какой точке касательная плоскость к эллиптическому

параболоиду z = 2х +4у' параллельна плоскости

8x-32y-2z + 3 = 0? Написать уравнения нормали и касательной

плоскости в этой точке.

Решение. В данном случае поверхность задана уравнением,

разрешеннымотносительно z, т. е. уравнением вида (8.5), где

f(x,y) = 2x2 +4у2.
Уравнение касательной плоскости в произвольной точке М в

соответствиис формулой (8.6) имеет вид

z - z0 = 4х0 (х - х0) + 8у0(у-Уо )

или

4xo(x-x0)+8y0(y->'0)-(z-z0) = O. (А)

Эта плоскость по условию задачи должна быть параллельна плоскости

8x-32y-2z + 3 = 0. Так как плоскости параллельны, то их

коэффициентыпри соответствующих текущих координатах пропорциональны:

4*о _
8у0

_

-1

8 -32 -2’

откуда

1111
-χο=-> -~Уо =-,
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т. е.

*о = 1. Уо = -2-

Из уравнения z = 2x2+4y2 находим z0
= 18. Следовательно,

А/0( 1,-2,18) - искомая точка.

Уравнение (А) при полученных значениях х0, у0, z0 принимает

вид

4(х -1) - 16( у + 2) - (z -18) = 0

или

^ 4х-16у -

z -18 = 0.

В соответствии с формулой (8.7) составляем уравнения нормали в

точкеМ0(1,-2,18):

х— 1
_
у + 2

_

z- 18

4
”

-16
~

-1

Задачи

Составить уравнения нормали и касательной плоскости к каждой

из следующих поверхностей в указанной точке:

1. 2х2 + Зу2 + 4z2 = 9, Л/0(1,-1,1).

2. х2 + у2 -z2 = 0, М0(3,4,5).

3. z = 4х2 - 9у2, М0(\, 1,-5).

4. х = 2у2 + 3ζ2, М0(5,1,1).
5. В каких точках поверхности

х2 + у2 + z2 + 8х - 4у + 2z + 12 = 0

касательные плоскости к ней параллельны координатным плоскостям?

6. К поверхности x2+y2+4z2=4 провести касательную

плоскость,отсекающую на осях координат равные отрезки.

Ответы

х— 1
_

у+ 1 z- 1

2
“

-3
“

4

3x + 4y-5z = 0. 3.—:
8

х — 3 у — 4
2х - 3у + 4z - 9 = 0. 2.

3 4

8х - 18 у - z + 5 = 0. 4.
-18 -1

Л

_

z-5
=

-5
;

х - 5
Z

-1
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х — Ay — 6ζ + 5 = 0. 5. В точках М\ (-7, 2, -1),_

у—1 г- 1.
4

“

6
’

М2(-1,2,-1) касательные плоскости параллельны Ovz; в точках

Л/3(-4, 5, -1), Л/4(— 4, — 1, — 1) плоскости параллельны Охг, в точках

МД—4,2,2), Л/6(-4,2,— 4) плоскости параллельны Охх

6. .г + y + z-3 = 0\ x + y + z + 3 = 0.

§ 8.2. Экстремум функции нескольких переменных

Максимумом (минимумом) функции z — /(х, у) называется такое

ее значение /(хо,Уо)> которое больше (меньше) всех других значений,

принимаемых ею в точках, достаточно близких к точке М0(х0,у0) и

отличных от нее.

Максимум или минимум функции называется ее экстремумом.

Точка, в которой достигается экстремум, называется точкой

экстремума.
Аналогично определяется экстремум функции трех и более

переменных.
Экстремум функции нескольких переменных может достигаться

лишь в точках, лежащих внутри области ее определения, в которых все

частные производные первого порядка обращаются в нуль. Такие

точкиназываются критическими. Для функции двух переменных ζ
—

= /(х, у) критические точки находятся из системы уравнений:

/Л*> У) = °;

г;(*,у)=о.
(8.8)

Условия (8.8) являются необходимыми условиями экстремума.

Достаточные условия экстремума для функции z = f(x,y)
выражаютсяс помощью определителя

А В
Δ =

В С
=АС-В , (8.9)

где

Л = /»(*о>Л). В = /ху(х0,Уо1 C = f"(x0,y0), (8.10)

а именно:

1) если Δ > 0, то MQ(x0,y0) - точка экстремума: при А < 0 (или

С < 0) - точка максимума, при А > 0 (или С > 0) - точка минимума,
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2) если Δ < 0. то в точке М0 нет экстремума.

Если Δ = 0, то вопрос о наличии или отсутствии экстремумафункцииостается открытым (требуется дальнейшее исследование функции,
например, по знаку приращения Af вблизи этой точки)

Пример 1 . Исследовать на экстремум функцию

f(x,y) = x3 + / +9ху.

Решение. Находим частные производные первого и второго

порядка:
у) = Зт2 + 9v; /'(х, у) = Зу2 + 9х:

\

/"(*-У) = 6-т; /"(т,у) = 9; /"(.г,у) = 6у

Обращая в нуль первые производные, получим систему уравнений для

определения критических точек:

Зт2 + 9у = 0, ] т2 + Зу = 0,
1 Ϊ или

,

Зу' + 9т = 0 J у~ + 3х = 0

Определяя у из первого уравнения и подставляя его выражение

У = -\ т2 (А)

во второе уравнение, получим

+ Зт = 0, т4 + 27т = 0

или

т (т3 + 27) = 0,

откуда

т, = 0, т7 = -3.

(Комплексные корни уравнения т3+27 = 0 или (х + 3)(т2-3т +
+ 9) = 0 не принимаем во внимание.)

Находим значения у, соответствутощие значениям т, =0, т2 = -3.

Из уравнения (А) имеем у, =0, у2 = -3. Получены две критические

точки Л/, (0,0), Л/2 (— 3,-3).
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Вычислим значения частных производных второго порядка в этих

точках:

^2 = /«(- 3, - 3) = -18, В2 = /,"(-3,-3) = 9,

С2=/^(-3,-3) = -18.

Находим определитель (8.9):

Δ, = А]С] - В: = 0 0-92 = - 81;

Δ2 = А2С2- в\ = (-18) (-18)-92 = 243.

В силу достаточных условий заключаем, что в точке ЛУ, нет

экстремума,так как Δ,<0, в точке М2 функция имеет максимум, ибо

Δ2 > О и А2 < 0, причем

шах/(х, у) = /(- 3, - 3) = 27.

Пример 2. Найти экстремум функции

/(х, у) = X3 + Зху2 - 18х2 - 18ху - 18у2 + 57х + 138у + 290.

Решение. Находим первые и вторые частные производные:

Приравнивая нулю первые производные, получаем систему

уравненийдля определения критических точек:

Сложив почленно эти уравнения, получим уравнение

Л, = /"(0,0) = о, вх = /;;(о,о) = 9, с, = /"(о, о) = о,

/т'(х,у)=3х2 + Зу2-36х-18у + 57;

/>’(х, у) = бху — 18х — 36у + 138;

/ά'(*,.ν) = 6χ-36; /ж"(х, у) = 6у- 18; /"(х,у) = 6х-36.

или

xJ+yJ -12х-6у+19 = 0;

2ху - 6х - 12у + 46 = 0.
(А)
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х2 + у2 +2ху— 18дг-18>» + 65 = О,

которое можно переписать в виде

{х + у)г -18 (х + >»)+ 65= 0.

Это квадратное уравнение относительно (х + у), решая его,

находим
х+у= 13, х + у= 5. (В)

Вычитая почленно второе уравнение системы (А) из первого,

получаем
^ X1 — 2ху + у2 -6х + 6у-27 = О

или

С* ~ У)2 - 6 (х-у)-27 = 0,

откуда

х-у=9, х-у=-3. (С)

Таким образом для определения критических точек получены

четыресистемы уравнений:

х + >'=13;| х + у
= 13; ] х + = 5; 1 х + = 5; 1

х-у = 9; J г - — 3; } х-у= 9;} х-у = - 3. }
Решая эти системы, находим четыре критические точки А/, (11,2),

Л/2(5,8), М,(7,-2), МА (1,4).
Вычисляем значения частных производных второго порядка в

указанныхточках:

А, =/"(П,2)= 30, В,=/"(11.2)=-6, С, =/"(11.2)= 30;

Л2 = /"(5,8) = -6, В2 = /"(5,8) = 30, С2 = /"(5,8) = -6;

4 =/"(7,-2) = 6, В, =/"(7,-2) = -30, С\ =/"(7,-2) = 6;

Л, =/^'(1.4) = -30, В, = /"(1,4) = 6. С, =/"(!,4) = -30

и значения определителя (8.9):

Δ, = А,С, - В,2 = 30 30-(-6)2 = 864;
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Δ2 = А2С2-В\ =(-6) (-б)-ЗО2 =-864;

Δ3 = АгСг-В] = 6·6-(-30)2 =-864;

Δ4 =Л4С4-В? = (-30) (-ЗО)-б2 =864.

Так как Л2 < О и Δ3 < 0, то в точках М2 и Л/3 экстремумов нет.

Поскольку Δ| >0 и А, >0, то точка А/, является точкой минимума,

причем

min/(x,y) = /(l 1,2)= 10.

Так как Δ4 > 0 и Л4 < 0, то точка М4 есть точка максимума, причем

тах/(х, у) = /(1,4) = 570.

Задачи

Найти экстремумы функций:
1. f(x,y) = x2 +у2-2х+4у+1.

2. f(x,y) = x2 + ху+у2 - 13х — 11у + 7.

3. z = хг+уг-бху.
4. z = х3 + у3 -Ъаху.

5. z = х3 - 7х2 +ху-у2 + 9х + Зу + 12.

Ответы

1. min/(x,y) = /(1,-2) = -4. 2. min/(x, у) = /(5,3) = -42.

3. zmjn = z (2, 2) = -8. 4. Минимум при а > 0, максимум при а< 0.

5· zmax
= z (1,2) = 19.

§ 8.3. Наибольшее и наименьшее значения функции

Функция, непрерывная в ограниченной замкнутой области,
достигаетв ней наибольшего и наименьшего значений или в критических

точках, или в точках, лежащих на границе области.

Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции в

замкнутой ограниченной области необходимо:
1. Найти критические точки (лежащие внутри данной области) и

вычислить в них значения функции.
2. Найти наибольшее (наименьшее) значение функции на границе

области.
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.1 Сравнить нее полученные значения функции свмг-с большее

(меньшее) и будет наибольшим (наименьшим) шачением функции в

шиной области

1 л ч с ί >1 и и с I В данном случае пег иеобхолимосги исс 1сл><илг>·

функцию на жстремум с помощью частных прпидно шых чг>р<ло поря.та

Требуется найти критические точки и шачения функции н них

(амечание 2 Для функции г = f(x. у) граница <>6ίμ.τη пн. row m

нескольких луг (отрезков), уравнения которых г - / (т). ι те >j<,x<>h и ж

г = <р(у), гле с S у S поэтому на со'ппечетуюших ini ах ip.mmiw .мнная

функция является функцией одной переменной

^
Z- f\x. fix) |= г (г) или ζ - /[<р (\ ), v| -

·

(> )

(хин граница талана параметрическими урвннениями

* = ф|(Т), V = Фг(/) («S/<|3),

го данная функция также превращается в функцию олпой переменной

г = /(.т, ν) = / |φ,(/):φ,(0 | =
*

(О

Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее шачения функции

Ζ = /(т,у) = 2.t2 -2у"’ в круге х2 + у2 S 9.

Решение. Данная функция имеет частные производные:

/,'(дг,>-) = 4х, /;(дг.у) =-4>·

Приравнивая нулю эти производные, получим систему уравнений,
из которой нахолим х0

= 0, у0 = 0 Значение функции в критической

точке Л/0(0,0) равно нулю

г0 = /(0,0)= 2 0-2 0=0.

Границей данной замкнутой области является окружность

х2 + у2 = 9 или у1 = 9-х2,

где -3£дг£3 Функция г = 2.г2-2.у2 на границе области становится

функцией одной переменной т:

г(дг)= 2дг - 2 (9- jc2 ) = 4х2 - 18.

аргумент которой изменяется на отрезке [-3,3].
Найдем наибольшее и наименьшее значения функции ζ (.г) на

указанномотрезке. Дифференцируя эту функцию, получаем ζ'(χ) = 8дг. Из

уравнения ζ'(χ) = 0 находим единственную критическую точку дг, = 0,
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в которой функция ζ(χ) имеет значение = — 18. Вычислим ее

значенияна концах отрезка [-3, 3], т. е. в точках х = -3, х = 3:

ζ2=ζ(-3) = 4(-3)2-18=18;

ζ3 = ζ (3) = 4·32 — 18= 18.

Сравнивая между собой числа ζ0, ζ,, ζ2, ζ3, заключаем, что

функция z = 2x2-2y2 имеет наибольшее значение, равное 18 и

наименьшеезначение, равное -18, причем:

2наиб = /(“ 3,0) = /(3,0) = 18;

^ΚΜ=/(0,-3) =/(0,3) = -18.

Замечание. Наибольшее и наименьшее значения функции на границе

области можно было найти и другим способом. Окружность х2 + у2 = 9

имеет следующие параметрические уравнения:

x=3cosf; y=3sinr (0</£2π).

Подставляя эти выражения для х и у в формулу ζ = 2х2 — 2у2, получим

функцию одной переменной г:

ζ (/) = 2 (3cosf)2 - 2 (3sinf)2 = 18 (cos21 — sin21)
или

z (/) = 18cos2i,

для которой ζ'(ί) = -36sin2/. На отрезке [0,2π] функция z(f)=18cos2/

Λ
π 3

имеет критические точки Zj = 0, f2=y, h = π, ^4 = ^ π, которым

соответствуютследующие значения функции:

ζ, =ζ(/,)= 18; z2 =z(r2) = —18;

z3 —z(/3)—18; Z4 - z(f4) = -18.

Пример 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
Z =/(х,у) = х3 + у3+6ху в прямоугольнике с вершинами

л (-3,-3), В (-3,2), С(1,2), £>(1,-3).
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Решение. Возьмем частные производные данной функции:

//(*,У) = З*2 + 6у; х,у) = 3у2 + 6*.

Из системы уравнений

Зх2 + 6у = 0; | х2 + 2у = 0; I

Зу2 + 6х = 0 J у2 + 2х = 0 J
находим две критические точки М,(0,0), Л/2 (— 2, — 2), обе они

принадлежатпрямоугольнику ABCD (рис. 8.1).
Вычисляем значения функции в этих точках:

*
21=/(0,0) = 0, Z2 =/(-2,-2)= 8.

Найдем наибольшее и

наименьшеезначения функции на

границепрямоугольника ABCD. Эту
границу удобно разбить на четыре

отрезка АВ, ВС, CD, DA, на каждом

из которых могут оказаться свои

критические точки. Кроме того,

необходимо учесть и концы

отрезков,т. е. точки А, В, С и D.

Ищем критические точки на

отрезкеАВ, уравнение которого
х=-3, причем -3£у£2. На

этом отрезке данная функция становится функцией одной переменной у:

z= /(-3, У) = ~ 27 + у3 -18у; г (у) = у3 - 18у- 27.

Производная этой функции

г' = Зу2 - 18

обращается в нуль при у = -ч/б « -2,45, у = V6 = 2,45. Второго

значениярассматривать не будем, так как оно не принадлежит отрезку АВ,

для которого -3<у<2. Вычислим значение функции г (у) при

У = - ч/б:

В

У1 L

2 С

1

-3 -2 -1 0 1

-1

■2

-3

2 х

А D

Рис. 8.1

Гз=г(-ч/б) = (->/б)3-18(-ч/б)-27=12>/б-
-27*2,4.
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На отрезке ВС у = 2 (- 3 £ х < 1), поэтому

5 = /(х, 2) = х3 + 8 + 12х.

Функция ζ (х) = х3 + 12х + 8 критических точек не имеет так как

ее производная ζ'(χ) = Зх2 + 12 в нуль не обращается.
На отрезке CD, где х = 1 (- 3 й у й 2),

z = f(ly)=\ + y3 +Ьу,

также нет критических точек.

На отрезке DA у
= - 3 (- 3 < х й 1), поэтому

ζ — /(х,-3) = х3 — 21— 18х.

Функция ζ (х) = х3 - 18х-27 имеет критическую точку х = — >/б

(точка х = V6, в которой производная z'(x) = 3x2-18 также

обращаетсяв нуль, отрезку DA не принадлежит).
Вычисляем значение функции ζ (х) в точке х = —Уб:

ζ4 = ζ (- Vб) = (- Тб)3 -18 (- V6) - 27 =

= 12л/б -27 = 2,4.

Осталось найти значения функции ζ = /(х, >) = х3 + >>3 + бху в

вершинахА, В, С, D:

= ЯЛ) = /(- 3, ■- 3) = (- З)3 + (- З)3 + 6 (- 3) (- 3) = 0;

ζ6 =/(*) = /(" 3,2) = (-3)э + 23 +6(-3)2 = -55;

z7 = /(С) = /(1,2) = I3 + 23 + 6 -1 · 2 = 21;

2s =f(D) = /(1,-3) = l3 + (- З)3 + 6 (-3) 1 = -44.

Сравнивая ζ,, ζ2, ζ3, ζ4, ζ5, ζ6, ζ7, ζ8, заключаем, что

функцияζ = χ3 +у3 + бху в прямоугольнике ABCD достигает наименьшего

значения, равного -55, в точке В, и наибольшего значения, равного

21, - в точке С.

Пример 3. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих

сумму трех измерений, равную положительной постоянной а, найти
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тот, объем которого наибольший.

Решение. Обозначим измерения прямоугольного параллелепипеда

через .г, у, ζ· Из условия задачи видно, что х > 0, у > 0, ζ > 0. Объем

параллелепипеда V выразится формулой

V = xyz.

По условию задачи

х + у+ ζ
—

а, а > 0,

откуда

г = а-х-у,

поэтому

V = ху (а — х - у).

Полученная функция двух
переменныхопределена внутритреугольникаОВА, ограниченного прямыми
х = 0. у = 0, х + у=а (рис. 8.2).

Функция V (х, у) = ху (а-х-у)
имеетчастные производные:

У2, У'(х,у)=ах-х2 -2ху,V'(x,y) = ау-2ху-

V"(x,y) = -2y, V" = а-2х — 2у, У"=-2х.

Приравняв нулю частные производные первого порядка, находим:

ау-2ху-у2 =0; ]
>

ах-х1 -2ху = 0. |
Так как х Ф 0, у Ф 0, то сокращая первое уравнение на у, второе

-

на х, получим систему

2х + у
= а;

х + 2у = а.

решение которой

*о
а

У

а

Уо =

Критическая точка лежит внутри области определения
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функции, т. е. внутри треугольника ОАВ.

Вычислим в этой точке значения вторых частных производных:

О*о,>'о) = -|я; Ο*ο·νο) = -^;
г>у(^о.>’о) = -Та

и определитель (8.9):

Так как Δ>0 и А = Т"(.т0,у0)<0, то точка М является точкой

максимума.

Из уравнения ζ - а-х-у находим ζο~~· Таким образом, х0 =

= То = 7о = искомый параллелепипед есть куб, ребро которого рав-

о а3
но — побьем V = —.

3 27

Задачи

Найти наибольшие и наименьшие значения функций в указанных

замкнутых областях:

1. z = f(x, у) = Зх + Зу в круге х2 + у2 й 4.

2. ζ = /(х, .у) = х2 - у2 в круге х2 + у2 £ 1

3. г= х2>>(4-х-у) в треугольнике х £ 0, у>0, х + у’£6.

4. z = х3 + у3 - Зх>· в прямоугольнике 0£ х й 2, -1£у£2.
5. Положительное число а разложить на три положительных

слагаемыхтак, чтобы их произведение было наибольшим.

6. Открытый прямоугольный ящик должен иметь данный объем V.

Определить размеры ящика, при которых на его изготовление

потребуетсянаименьшее количество материала.
7. Найти прямоугольный параллелепипед данной поверхности 5,

имеющий наибольший объем.

8. Дан треугольник с вершинами А (х,, у,), В (х2, у2), С (х,, уг).
В плоскости треугольника АВС найти точку, для которой сумма
квадратоврасстояний до его вершин будет наименьшей.
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Отпеты

1. z„a«6 = /(V2, V2) = 6V2; zHai)M = /(-V2,-V2) = -бл/2.

2- гНаиб
= /(-1.0) = /О- 0) = 1; гнаим = /(0, -1) = ДО,1) = -1.

3. ^
= /(2,1) = 4; zHaHM = /(4,2) = - 64. 4. 2(|аиб = Д2, -1) = 13;

О-/(0,-1)--I S. x = y = z = l. 6. х = у = (2У)г; z =

7. x = у = z = a. 8. x0 =
+ x2 +Xj

Уо =
У1 +У2 +Уз

М0(х0,Уо)
\

- точка пересечения медиан треугольника АВС
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Раздел V.

Дифференциальные уравнения

Основные понятия

Дифференциачьпым уравнением называется уравнение,
связывающеенезависимую переменную х, искомую функцию у = fix) и ее

производные различных порядков.

Порядком дифференциального уравнения называется порядок

старшей производной, входящей в это уравнение.

Дифференциальное уравнение п-го порядка в общем виде

записываетсятак:

F(x,y,y',y",...,yin}) = 0.

Решением дифференциального уравнения называется любая

функцияу= /(л:), обращающая это уравнение в тождество.

Решение F (х, у) = 0, заданное в неявном виде, называется

интеграломдифференциального уравнения.

График решения дифференциального уравнения называется

интегральнойкривой.
Общим решением дифференциального уравнения и-го порядка

называетсяфункция

у = <р(х,С|,С2 С„),

зависящая от х и п произвольных независимых постоянных С,,

С2,...,Сп, обращающая это уравнение в тождество.

Общее решение, заданное в неявном виде

Ф (*> Q, С2,..., С„) = 0,

называется общим интегралом.
Частным решением дифференциального уравнения называется

решение, которое получается из общего, если придать определенные
значения произвольным постоянным, т. е. решение вида:

у = ф(*,С°,С20,...,Сп°),

где С“, ,..., С° - фиксированные числа.

Частным интегралом называется интеграл, полученный из общего

путем фиксирования произвольных постоянных:
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Ф(х,ЛС{\С?,...,Сяо) = 0,

где С°, С°,..., С° - фиксированные числа.

Пример 1 . Определить порядок дифференциального уравнения:

1) у"-Зу'+ 2у-4=0;
2) х (1 + х)у'-(] + 2х)у- (1 + 2х) = 0;

3) yv-i6/' = o,

4) у'"-6у" + \\у' -Ьу = 0.

Решение. Первое уравнение является дифференциальным
уравнениемвторого порядка, так как порядок старшей, входящей в него

производнойравен 2, второе
-

уравнением первого порядка, ибо оно

содержиттолько первую производную. (Заметим, что в первом
уравнениикоэффициенты при у, у', у" и свободный член являются

числами,во втором уравнении они зависят от х.) Третье уравнение является

уравнением четвертого порядка, так как порядок старшей производной

равен 4, четвертое
-

уравнением третьего порядка, поскольку третья

производная является старшей производной, содержащейся в этом

уравнении. (Заметим, что третье уравнение не содержит у, у', у’" и

х, четвертое также не содержит х.)

Пример 2. Показать, что функция у = е1х является решением

дифференциального уравнения у- 8у = 0.

Решение. Найдем третью производную данной функции:

у' = 2е2х, у" = 4е2х, у"' = 8е2х.

Подставляя выражения для у и у'" в дифференциальное уравнение,

получим тождество 8е1х — 8е2х = 0. Это означает, что функция у = е2х
есть решение данного уравнения. Это решение - частное, так как оно

не содержит произвольных постоянных.

Пример 3. Показать, что функция у= С{е3х + -^х + ^удовлетворяетуравнению у” - 4у' + Зу = х
- 1. Является ли это решение общим?

Решение. Находим две первые производные данной функции:

y' = 3C,e3x + j, у" = 9С,е3х.

Подставляем выражения для у, у’ и у" в исходное уравнение:
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9С,е3' -4(зС,е3' + {) + 3 (<V' +

J
*+ у) =

= 9С,е3* - 12C,e3x - - + ЗС,е3д + x + - s * - 1.l 1
3

1
3

Так как получено тождество, то функция у = C,e3r + -jx+·^являетсярешением данного уравнения. Это решение не является общим,
ибо оно содержит только одну произвольную постоянную, а порядок

уравнения равен 2.

г *
1 1

Пример 4. Убедиться в том, что функция у = С,е + С2е + —х +
—

является решением уравнения у” - 4у' + Зу = х
- 1.

Решение. Найдем производные

/ = С,ех + С2ех +у, y" = Ctex + C2ex

и, подставляя выражения для у, у' и у" в данное уравнение,

получаемтождество

(С>ех + С2ех ) - 4\с,ех + С2ех + γ) + 3 [с,ех + С2ех + j
х+

~j =
4 1

= (С,ед + С2е )-4(С,ет + С2ех)--+ 3(С,ех + С2ех)+x +-sx-l.

Следовательно, данная функция является решениемдифференциальногоуравнения. Это решение будет частным, так как оно содержит лишь

одну независимую постоянную (постоянные С, и С2 в данном случае

не являются независимыми: их число можно уменьшить; поскольку

сумма двух постоянных также есть постоянная, то можно обозначить

С| + С2 = С), тогда

у
= Сех + — -г + —.

3 9

х
1 1

Пример 5. Показать, что функция у = С,е + С2е +~х +
—

являетсяобщим решением уравнения у" - 4у' + Зу = х - 1.

Решение. Данная функция содержит две независимые произволь-
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ные постоянные (их число нельзя уменьшить, как в предыдущем

примере).Если мы покажем, что функция удовлетворяет уравнению, то

это и будет означать, что она является общим решением данного

дифференциальногоуравнения.

Поскольку

/ = ЗС)е3х + С2ех + у" = 9Схе3х + С7ес,

то подстановка выражений у, у', у" в уравнение приводит к

тождеству
9ф31 + С2ех - 4 [зС.е3* + С2ех +-j] + 3 ^С,е3д + С2

1 1
<г+-* + -

= 9С,е3х + С2ех -12Схе3х -4С2ех - у + ЗС,е3д + ЗС2ед +х +~^х~\.

Пример 6. Дано общее решение у= С, sin2x + С2cos2x

дифференциальногоуравнения у" + 4у = 0. Какие частные решения

получаютсяпри С| =2, С2 = 3? При каких значениях параметров С, и С2
получаются частные решения: у - sin2x, у = cos2x?

Решение. Подставляя значения С, = 2, С2 = 3 в формулу для

общегорешения, получим частное решение у = 2sin2x + 3cos2x.

Частноерешение y = sin2x получается из общего при С, = 1, С2 =0,

частноерешение у = cos2x при С, = 0, С2 = 1.

Пример 7. Показать, что функция у -х - Су = 0 является общим

интегралом дифференциального уравнения у'(х2 +у2)- 2ху = 0.

Решение. Дифференцируя по х данную неявную функцию, получим

2уу'-2х-Су' = 0, у'(2у-0 = 2х, у'=
2У-С

Из уравнения у2 - х2 - Су = 0 находим

У

и подставляем его выражение в формулу для производной у':
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>■ =

lx 2xy

2y~
2 7 » У ~

'

7 7

у
- X" V* + X‘

Подстановка производной в дифференциальное уравнение приводит к

тождеству

2XV- ,7 1.
, .

—
·

, (,ν* + X") - 2ху = О

У“ + **

Таким образом, неявная функция v'-v2-Cv = 0, зависящая от

одной произвольной постоянной, есть решение дифференциального
уравнения, т. е. является общим интегралом этого уравнения.

Пример 8 . Найти дифференциальное уравнение, общим решением

которого является функция у = С\х + С\, зависящая от двух

произвольныхпостоянных.

Решение. Дважды дифференцируя данную функцию, исключаем

параметры С, и С\:

У = с ,, у
= 0.

Уравнение у" = 0 удовлетворяет условию задачи

Пример 9. Составить дифференциальное уравнение, общее

решениекоторого

С,
у* С,х +

ЛГ

Решение. Дифференцируя данную функцию, получим:

■l ■t| У* ' «’

Из уравнений

(\
,

С,
у-Г.х +

у, у = С, -

исключим С, Умножая второе уравнение на t и вычитая из него

первое.получим

,
2С2

ху -у =
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2С\
Прибавляя это уравнение к уравнению у" = —γ~, умноженному на

A'J

х2. исключим С2:

ху'-у + у"х = 0.

Полученное уравнение является искомым.

Пример 10. Найти дифференциальное уравнение семейства

кривыху= Сг3.

Решение. Дифференцируя данную функцию, получаем у* = ЗС.т2.

Подставляя сюда выражение С — ~, полученное из данного уравне-
х

ния, находим искомое дифференциальное уравнение

Задачи

1. Определить порядок дифференциального уравнения:

1) у' + p(x)y=q(x)·,

2) У"+ p(x)y'+q(x)y = 0;

3) у'" — ay" + by' + Су = 0;

4) yv+yiv-y = 0.

2. Дано общее решение у = Схех + С2е1х дифференциального

уравнения у" - Зу' + 2у = 0. Найти частные решения в случаях:

1) С, = 0, С2 = I;

2) С, = 1, С2= 0;

3) С, = 1, С2 = -2.

3. Дан общий интеграл χ1 - у2 - Сх = 0 дифференциального

уравнения 2хуу' = х2+у2. Найти частные интегралы при С = 4,

С= 6, С = -8, С = -10 и построить их.

В задачах 4-10 показать, что данные функции удовлетворяют
соответствующимдифференциальным уравнениям; установить, какими

решениями они являются - общими или частными:

4. у = х (\пх2 + С)·, ху'-у = 2х.

5. _ν =
ίί±1>1 + (.τ+|)2> у

2
=(*+1)\

2 х +1

281



6. y-Cxex sinx, у" - 2y' + 2y = 0.

7. y = C] sin7x + C2 cos7x, y" + 49y = 0.

8. x2+y2-C2 = 0, x + yy' = 0.

9. y2 - x2 - 2y = 0, y'(x2 + y2) - 2xy = 0.

10. у = Cxex + C2e2x + C3e3*, y'" - 6y" + Uy'-6y = 0.

Найти дифференциальное уравнение семейства кривых:

11. у=Сх2. 12. y = Csinx.

Найти дифференциальное уравнение, общим решением которого
является данная функция:

13. у = Схе4х + С2е~2х. 14. у = С, sin3x + С2 cos3x.

15. у = С, +С2 cos(x + C3). 16. у = С,ех + С2е~х +Сге2х.

Ответы

1.1) первый порядок; 2) второй; 3) третий; 4) пятый. 2.1 )у=е~х;

2)у = ех; 3) у = ех -2е1х. 3. 1) х2-у2 - 4х = 0 или (х-2)2 - у2 =4
(равнобочная гипербола, центр которой находится в точке М (2, 0), полуоси

равны двум); 2) х2 - у2 - 6х = 0; 3) х2 -у2 + 8х = 0;

4) х2 -у2 + 10х = 0. 4. Общее решение. 5. Частное решение. 8. Общий инге-

2у
грал. 9. Частный интеграл. 10. Общее решение. 11. у' = —. 12. у'= уctgx.

х

13. у" - 2у' - 8у = 0. 14. у" + 9у = 0. 15. у"' + у' = 0.

16. у'" - 2у" - у' + 2у = Ό.
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Глава 9.

Дифференциальные уравнения

первого порядка

Общий вил дифференциального уравнения первого поря та

F ( г. у. ν') * 0. (У I |

Рели тго уравнение разрешимо относительно ν ', го

у’-/(х,у) или Jy = f(r,v)itc (Р?)

Уравнение (9 2) можно записать так:

Р (т,у) etc + ς>( t, у) ιΛ = О (Р »)

Общим решением уравнения (9 |) называется функция

у*ср(т. С) |Р4»

от т и произвольной постоянной С. обращающая «то уравнение в гож

дество.

Общее решение, заданное в неявном виде

Ф (.г, >·. (’) = П. (9 5)

называется общий интегралам.

Геометрически общее решение (и общий интеграл) представляет
собой семейство интегральных кривых на плоскости, зависящих от

одного параметра С.

Частным решением уравнения (9.1) называется решение,полученноеиз общего решения (9,4) при фиксированном значении С

у = φ (т. ). (9 61

где С0 - фиксированное число.

Частным интеграшм уравнения (9 1) называется интеграл,полученныйиз общего интеграла (9.5) при фиксированном значении С:

Ф(.г, ν, С0) = 0. (9.7)

Задача Коши Найти решение у = /(т) дифференциального

уравнения (9.1), удовлетворяющее заданным нача!ьным условиям

УшУо пРи * = *о· Другими словами: найти интегральную кривую

уравнения (9.1), проходящую через данную точку М0(.х0,у0).
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§ 9.1. Дифференциальные уравнения
с разделяющимися переменными

Дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными
называется уравнение вида

X(x)Y(y)dx+Xl(x)Y^)dy = 0, (9.8)

где X (х), Λ',(χ) - функции только отх; Y (у), К,<_у) - функции
толькооту.

Уравнение (9.8) делением на произведение У (у)· Х\(х)
приводитсякуравнению с разделенными переменными:

Xjx) Ш
*,(*) У (у)

dy= 0. (9.9)

Общий интеграл уравнения (9.9)

[*(*)J JT,(x) • J у(у)
dy = С. (9.10)

Замечание. При делении на произведение У (у) · Х\ (х) можно

потерятьте решения уравнения (9.8), которые обращают это произведение в

нуль.

Непосредственной подстановкой легко убедиться, что функция X = а, где

а есть корень уравнения А')(х) = 0, т е. Хх (а) = 0, является решением

уравнения(9.8). Функция у=Ь, где Ь корень уравнения У,(у) = 0, те.

У\ (Ь) = 0, также является решением уравнения (9.8).
Решения х — а и у = Ь, если они имеются, геометрически представляют

собой прямые линии, соответственно параллельные оси Оу и оси Ох.

Пример 1 . Проинтегрировать уравнение

/ = -£ (у*0).
У

Найти интегральную кривую, проходящую через точку М (3,-4).
Решение. Данное уравнение можно переписать так:

dy х
— = или xdx + ydy = 0.
dx у

Полученное уравнение является уравнением с разделенными
переменными(коэффициент при dx - функция только от х, при dy- функция
только от у).

Интегрируя, получим
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—+—= С. или х2 +у2 = 2С,.
2 2

1 ' 1

Полагая 2С, = С2 (что можно сделать, так как х2 + у1 έ 0), общий

интеграл запишем в виде

х2 +у2 = С2.

Геометрически общий интеграл представляет собой семейство

окружностейрадиусов С с центром в начале координат (рис 9.1).
Найдем ту окружность, которая проходит через точку М{3,-4).

Подставляя координаты точки М в уравнение х2 + у2 = С2, находим

32+(-4)2 =С2 или С2 =25.

Подставив значение С2 в

общий интеграл, получим

искомую окружность

х2+Г2=25.

Пример 2. Решить

уравнение
±= -1(х*о).
dx х

Найти частное решение,

удовлетворяющее условию:

у = 3 при х = 2.

Решение. Разделяя

переменные,получим

*+* = о.
У X

ln|j>|+ln|x| = C,. (А)

Постоянную С, можно записать в виде

С, =1п|с| (С* 0)

(поскольку любое положительное или отрицательное число Q может

быть представлено как натуральный логарифм другого,

положительногочисла |с|).

Рис. 9.1

Интегрируя, находим
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Подставляя выражение для С, в равенство (А) и преобразуя его,

получим

1п|ху|=1п|С| (С*0).

Потенцируя последнее равенство, находим общий интеграл ху = С

(С * 0), геометрически представляющий собой семейство гипербол,
асимптотами которых являются координатные оси.

Решим задачу Коши для данного уравнения по заданным

начальнымусловиям: у0 = 3 при х0 = 2. Подставив эти значения в уравнение

ху = С, получим 2-3 = С или С = 6.

Таким образом, получено частное решение ху = 6. Это гипербола,

проходящая через точку Л/0(2,3).
Замечание. Разделяя переменные, мы предполагали, что у * 0, и,

следовательно, могли потерять решение у = 0. Действительно, у — 0 -

решение уравнения (в чем можно убедиться непосредственно), оно может

быть получено из общего интеграла при С = 0. Таким образом, общий

интегралдается формулой

ху=С,

где С может принимать любые действительные значения (в том числе и

С= 0).

Пример 3. Проинтегрировать дифференциальное уравнение

(1 + х2) dy — 2xydx = 0.

Найти частное решение, удовлетворяющее условию: у - 1 при х = 0.

Решение. Данное уравнение является уравнением с

разделяющимисяпеременными (коэффициент при dy - функция только от х, при

dx -

произведение функций, одна из которых зависит только от х,

другая- только от у). Разделив обе части уравнения на произведение

^(1 + х2), получим уравнение с разделенными переменными

dy 2xdx
=Q

у 1 + х2

Интегрируя это уравнение, находим

ln| у|-In (1 + х2)= in|c|

или
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In Mil:
1 + x~

sin C

откуда получаем общее решение

у = С( 1 + х2).

Чтобы найти искомое частное решение, достаточно определитьзначениеСпо начальным условиям:

1 = С(1 + 0), С - I.

Следовательно, частное решение имеет вид

у= 1 + х2.

Замечание. При делении на у (1 + х*) предполагалось, что у(1 +

+х2)*0, т. е. уф 0, 1 + х2*0. Но у = 0 -решение уравнения, в чем

можно непосредственно убедиться. Это решение получается из общего при
С = 0.

Пример 4. Найти общий интеграл дифференциального уравнения

(ху2 + x)dx + (y- x2y)dy = 0.

Решение. Вынося соответствующие множители за скобки, данное

уравнение можно записать так:

х (у2 + 1)с& + у(1-х2)а5у = 0,

откуда видно, что это уравнение с разделяющимися переменными.
Разделив обе части последнего уравнения на произведение

(у2+ 1) (1-х2)* 0, получим

xdx ydy
-+■--■ =0.

1-х2 1 + у2

Интегрируя это уравнение, находим

— In|l — x2|+ln|l + y2| = 1п|с|
или

!±Z
-X

1п|с|,

откуда получаем общий интеграл:
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l + y2=C(l-*2).

Пример 5 . Найти общее решение дифференциального уравнения

dr - rdty = 0.

Решение. В данном уравнении искомая функция обозначена

буквойг, ее аргумент
- буквой <р. Разделяя переменные, получим

dr ,
— = *Лр,
г

откуда

Inr = φ + С,.

Из последнего уравнения находим

г — e4>+Cl = Се'7* 9,

где С = eCl.
Следовательно, общее решение определяется формулой

г = Се9.

Задачи

Проинтегрировать дифференциальные уравнения, найти указанные

частные решения и построить их:

1. у'= 4х3; у = 0 при х = 0.

2. (х2 + 4)у'-2ху = 0, у = 5 при х= 1.

, , v
3. ху

-

——, у = 1 при х = е.

\пх

X
4. у'= t у= 1 при х = 0.

VI- х

5. у' = у2, у= \ при х = - I

π
6. у' tgд: - у = 1, у = 1 при х = —.

Проинтегрировать дифференциальные уравнения с

разделяющимисяпеременными:

7. (x + 3)dy-(y + 3)dx = 0. 8. у'= —г-—.
-4

9. (ху2+x)dx + (y + x2y)dy = 0. 10. у' = у2 cos*.

dy11. sinxdx + —£= = 0

<У
12. dr-г ctg(pd(p = 0.
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Опиты

I. V· X4 *С. уя t*. 2. v =

у ■ In Ж 4. у т
- у[\ — Ж1 + У

I

«. у* f sinдг- I, у » 2sinдс — I 7.

9. (|*х,)(1 + у,)= С. 10. V

С(х: +4), V ■ Г «> 4 ) У = ( In у

/Г~7 «
1 I

х+е I

i t -
1

V * С (х ж )) - ) Я \ -» In I ж (
! t ж 2 :

I (cost ж f*)·
■ II. у -

-

Г-sin г 4

12. rsinip » С.

Л
§ 9.2. Однородные дифференциальные уравнения

первого порядка

Дифференциальное уравнение

Р (дг. у) Jtx ж (J (х, у) <Л = О <9 | | )

называется (н)нор<х)ныч. если коэффициенты Fix.}) и v) явля¬

ются однородными функциями одного и гот же измерения η. τ е.

функциями, для которых при любом к выполняются тож дества

Р(кх, *v)a кТ(х. V). Qikx.ky)^ k"Q{x.y\ (О 12)

Уравнение (911) можно привести к виду

(9 13)

С помощью подстановки

ν· их. (9.141

гае и - новая неизвестная функция, однородное уравнениепреобразуетсяв уравнение с разделяющимися переменными

Уравнение

(

/ = /
U)-t + \y+C,

а2х + Ыу+с2
(.9.15)

для которого

а·,

преобразованием

(9 16)

10 Зак 1Ш
"
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х = и + h;

y = v + к,
(9.17)

где постоянные И и к находятся из системы уравнений

axh + b\k + С\ =0;

a^h+k^k + с2
= 0,

(9-18)

сводится к однородному уравнению. При Δ = 0 преобразованием
a]x + b]y = I уравнение (9.15) сводится к уравнению с

разделяющимисяпеременными.

Пример 1. Проинтегрировать однородное дифференциальное
уравнение

Решение. Коэффициенты при dy и dx соответственно равны:

Функции Р (х, у) и Q (х, у) являются однородными функциями
первойстепени. Действительно,

Таким образом, тождества (9.12) выполняются.
Положим у = га, тогда dy = udx + xdu. Подставим эти выражения

в исходное уравнение:

Раскрывая скобки, приводя подобные члены и сокращая на х, получим

уравнение с разделяющимися переменными

Q(kx, ку) = кх= kQ(x,y);

Р {кх, ку) =- ^ку + к2х2 + к2у2 ^j = — ку - к^х2 + у2

Разделяя переменные и интегрируя, находим
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откуда

х = С^ы+ Vi + и1

у
Подставляя сюда выражение и = — (полученное из равенства у = их),

находим

X I 2 2
—~У = 1*+У

Возводя в квадрат обе части уравнения и сокращая на х2, получим

общий интеграл

х2 — 2Су = С2,

геометрически представляющий собой семейство парабол с

вершинамина оси Оу.
Пример 2. Найти общий интеграл однородного уравнения

(х2 - у2) dy-2yxdx = 0.

Решение. В данном случае имеем:

Q(x,y) = x2-у2; Р(х,у) = -2ху.

Эти функции являются однородными функциями второй степени. В

самом деле:

Q(kx, ку) = (Ах)2 —(Ату)2 = к2(х2 -у2) = k2Q(x, у);

Р (кх, ку) - -2 (кх) (ку) = к2(-2ху) ж к2Р{х, у).

Полагая у-их, находим

dy = xdu + udx.

Подставляя выражения для уи^в исходное уравнение и сокращая на

х2 * 0, получим уравнение с разделяющимися переменными:

(1 - и2) (xdu+ udx)- 2udx = 0
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или

dx и2 -1
— + ■

х ы(1+ и2)

Принимая во внимание, что

du = 0 (и Ф 0).

1 - и2 1 2и

м (1 + м2) ы 1 + м2
'

и интегрируя полученное уравнение, находим

In х = In u - In 1 + и' + In cl,

откуда

Си

Подставляя сюда выражение для и, определяемое из равенства у = шг,

получим общий интеграл

х2 + у2 = Су,

представляющий семейство окружностей с центрами на оси Оу и

проходящихчерез начало координат.
Замечание. При и = 0 получаем решение у = 0. ·>το решение

являетсячастным. В самом деле, общий интеграл х2 + у2 = Су можно переписать

в виде Cj (х2 + у2 ) = У, где С1 = При С, = 0 получаем у — 0.

Пример 3. Проинтегрировать однородное уравнение

(у4 - 2х3у) dx + (х4 - 2ху3) dy = 0.

Решение. Функции

Р (х, У) = У*~ 2х3у, Q (х, у) = х4 - 2ху3
являются однородными функциями четвертой степени. Пусть у = их,

тогда dy = udx + xdu и уравнение (после сокращения на х4 Ф 0)
приметвид

(и4 + ы) - (1 - 2ы3) xdu = 0

или
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Ju (и* 0, ы* -1)
dx 1-2и1 ,

dx ί I Эм2
—

= rdu, — = | — г
x u+u x \u I+ M,

Интегрируя, получаем

In I .г I = In I μ I — In + и + ln|c|,

откуда

х(1 + и’) = См

Подставляя в последнее равенство виражение для и, находим общий

интеграл

*3 + / = Сху,

который можно переписать в виде х3 + у3 - Заху = 0, где За = С

Интегральныекривые
-

декартовы листы.

Замечание При и = -1 получаем у = -х -

решение уравнения Это

решение частное, оно получается из общего интеграла х3 + у1 = Сху при

С « 0. При и = 0 получаем решение у = 0 Кроме того, х = 0 также

являетсярешением. Эти решения
- частные, они получаются из общего интеграла

С] (х3 +у3)= ху при С, = 0.

Пример 4. Проинтегрировать дифференциальное уравнение

(4у - Зх - 5) у' + 7х - Зу + 2 = 0.

Решение. Это уравнение вида (9.15)

, -7хч-Зу-2
^

- Зх + 4у - 5
’

здесь Δ =

-7

-3
= -28 + 9 = -19*0.

Вводим новые переменные по формулам (9.17):

х = и + А; 1

y=v+ к, J

где И, к должны удовлетворять уравнениям (9.18):

-7А+ЗА-2 = 0; 1

-3A + 4it-5=0 J
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Решая эти уравнения, находим А=—, к = —. Таким образом,

формулы(9.17) принимают вид:

х =

У =

7
и + —;

19
29

ν +—,

19

откуда

dx = du, dy=dv.

Подставляя это в исходное уравнение, получим

У
dv

du

-lu+ 3v -
49 87
— + —

-3m+ 4v-

19 19

21 116
е

— + 5

19 19

-7и+ 3v

-3u + 4v

или

Сделаем подстановку

~ = z,
и

откуда

dv dz
v = uz,

— = u + z-1,
du du

поэтому уравнение (А) принимает вид

dz —7 + 3z
u+z =

.

du — 3 + 4z

Преобразуем последнее уравнение

rfz 3z-7 3z-7-4z2 +3z
_
~(4z2 -6z + 7)

du 4z - 3 4z - 3 4z - 3

Разделяя переменные, получим

(A)
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или

(4ζ -У)сЬ
_

du

4z2-6z+7~ и

(4z — 3) ίίζ
f ,

21 2z2 - 3z + 1)
du

и

Пользуясь формулой

J
■Γω*
/ω

= ln/(z),

из последнего уравнения находим

Умножим на 2:

— In [ 2z2 - 3z + —

2 I 2)

л
1

= - In и + — In С,.
2

In 2z2-3z + ^|=lnC,-21пи,

In I 2z2 - 3z + —^ + 1пм2 = lnC,,

In u2i2z2 -3z + —
λ

2,
= InC,

Подставляя сюда выражение для z = —, получим
и

1η ί2ν2 - 3uv + — и21 = In С,
Λ 2

■

Перейдем к переменным х, у по формулам:

7
и = х ,

19
29

ν -у .

19

In
J 29' ί Λ ί 29 'ϊ
Τ-ΐ».

,-3 19J [y~w .η(χ 1
= In С,.
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Следовательно, общий интеграл имеет вид

Задачи

Проинтегрировать однородные дифференциальные уравнения:

Проинтегрировать уравнения, приводящиеся к однородным:

11. Зу
- 7х + 7 = (Зх - 7у — 3) —.

dx

12. (2х + 8) dx + (3у - 5.V - 11) dy
- 0.

Ответы

1. у2 + 4х2-8Сх=0. 2. 2х~ +ху-Су=0. 3.х2-у2=Сх. 4. у =

=

7—77· 5. х)>(х + у) = С. 6. xsin-=С. 7. Inу +
— = С. 8. arct2 — -

lnx+C х у

-

х

-In yjx2 +у2 = С. 9. 2х = (х - у) (In х + С). 10. v = xtg(lnCx). 11. (х +

+ ^-1)5(х-у-1)2 =С. 12. С(3^-2х + 1)3(у -х - I)2 =0.

§ 9.3. Линейные дифференциальные уравнения
первого порядка. Уравнение Бернулли

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка назы*

вается уравнение первой степени относительно у и у', т. е. уравнение
вида

1. 2хуу' = у2 — 4х2.

3. (х2 +у2) dx- 2xydy = 0.

5. (2x)> + y2)dx + (2xy + x2)dy= 0.

7. xdy - ydx = ydy.

9. (χ2 + у2) dx — 2χ2dy — 0.

2. 2χ7>’' - 4xy - у2 = 0.

4. у2 - 4xу + 4x2y' = 0.

6. xy'-y + x tg —= 0.

8. (x +y) dx-(x-y)dy = 0.

10. (χ2 + y2 + xy) dx = x2dy.

x
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или

у' + p(x)y-q(x) (9.20)

Решение линейного уравнения ищется в виде

у= и(х) v(r ). (921)

Подстановка выражений для у и у' в уравнение (‘лЗО) приводи г

его к виду

du Г dv
V—+ —+/>(*) V

αν [яг
и - q ( г). <9.22j

В качестве v выбирают одну ит функций, удовлетворяющих

уравнение
^+p(x)v = 0, (923)
ах

тогда функция и определяется из уравнения

du
v — = q(x) (9 24)
dx

Если функция q (.v) s 0, то уравнение (9.20) принимает вид

у'+р(х)у= 0 (9.25)

и называется линейным однородным, его общее решение выражается

формулой

У
dx

(9.26)

Для решения неоднородного линейного уравнения (9.20) можно

применять метод вариации произвольной постоянной. Этот метод

состоитв том, что сначала находят общее решение уравнения (9.25), т. е.

соотношение (9.26). Далее, полагая в этом соотношении величину С

функцией от х, ищут решение неоднородного уравнения (9.20) в виде

(9.26). Для этого подставляют в уравнение (9.20) у и у', определяемые

из формулы (9.26), и из полученного дифференциального уравнения
находят функцию С (х). Общее решение уравнения (9.20) получается в

виде

y = C{x)e~\p(i)dx. (9.27)
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Уравнением Бернулли называется уравнение вида

У' + Р(х)У = Я(х)Уа, (9.28)

где а - действительное число. В случае α = 0, а = 1 уравнение (9.28)
является линейным. Во всех других случаях оно сводится к линейному
с помощью подстановки

и = у'-а. (9.29)

Пример 1. Найти общее решение линейного дифференциального
уравнения

у’ + у - кх = 0.

Решение. Данное уравнение является уравнением вида (9.20), где

/7(дг) = 1, q(x) = kx. Положим y = uv, тогда у' = u'v + uv'.

Подставляяэти выражения в исходное уравнение, получим

u’v + uv’ + uv-bг = 0 или и (ν' + v)+ u'v- кх = 0. (А)

В качестве v выберем одну из функций, удовлетворяющих уравнению

dv
v + v = 0 или —+ v = 0. (В)

dx

Интегрируя это уравнение, получим

In v = -х, v = е~х.

Уравнение (А) с учетом (В) перепишем так:

, du
и v - кх = 0 или —V- кх = 0.

dx

Подставляя сюда значение v= е~х, получим

du - кхе1 dx = 0.

Интегрируя полученное уравнение, находим

и = J кхе1 dx = к[ xd (ех) = к ^хех - J ezdx^ =

= кхе1 - кех + С = кех (х - 1) + С.

Подставим выражения для и, v в формулу у = ш

у
— uv = е~х[кех(х- 1) + С] = к (х- 1 ) + Се~х.
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Следовательно, общее решение данного дифференциального
уравнениятаково:

у=к(х-\) + Се~х.

Пример 2. Найти общее решение линейного уравнения

ху'-у=х*.
Решение. Положим y=uv, тогда у' =u'v+uv'. Уравнение

перепишемв виде

х (u'v+ uv')-irv = х3 или w(xv'- v) + xu'v = х3. (А)

Выберем v так, чтобы выражение в скобках обратилось в нуль, тогда

dv . dv dx .

S x v = 0, — =
—, In v = Inx, v = x.

' dx v x

Уравнение (А) при v = x запишем так:

x2du = x*dx, du = xdx,

откуда

Следовательно,

y=uv
λ

Ί
x

общее решение.

Пример 3. Проинтегрировать линейное уравнение у' + у = х + 2.

Решение. Пусть y=uv, тогда

у' = u'v+ uv'.

Подставляя выражения для у и у' в уравнение, получим

u'v + uv' + uv = х + 2, u (v' + v) = х + 2- u'v. (А)

Потребуем, чтобы ν' + v = 0, тогда

dv dv
—+ v = 0, —=-dx, Inv = -

х, v = e .

dx v

Если ν' + v = 0, то уравнение (А) принимает вид

х + 2 - и'у = 0.
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Подставляя сюда значение ν, перепишем уравнение в виде

х + 2-е~х —= 0, du = ех (х + 2) dx.
dx

Интегрируя последнее уравнение, получим

и= J ех(х + 2) dx = j xezdx + 2j exdx = xex - J exdx+ 2ex + C,

Следовательно,

и = xex + ex + C.

y = uv = e-z[C + ex(x+\)).

Таким образом, общее решение дается формулой

у = Се~х +х+ 1.

Пример 4. Найти решение уравнения

(х + у)у' = 1, (А)

удовлетворяющее начальному условию: у = 0 при х = -1.

Решение. По виду это уравнение не является линейным, так как

содержит произведение искомой функции у и ее производной у'.

Однако,если рассматривать х как функцию оту, то, учитывая, что

У
1

получим линейное уравнение

х'=х+ у. (В)

Применим подстановку
х= MV,

тогда

х' = u'v+ uv'.

Подставляя эти выражения в уравнение (В), получим

u'v + uv' — uv + у или u'v + и (ν' — ν) = у. (С)

Выберем функцию ν ф 0 так, чтобы обратился в нуль коэффициент
при и в последнем уравнении

dv dv
ν - ν = 0, ν =0, — = d\\ (D)

dy ν
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Интепэируя, получим

lnv = _y, v = ey. (Е)

Подставляя это значение в уравнение (С), в силу равенства (D) находим

еу— = у, du = ye~ydv,
dy

и= Jye~ ydy =-уе~у - е~
у
+ С. (F)

Таким образом, общее решение уравнения (В) есть:

х = uv = (-уе~у - е~у + С)еу или х = -у- 1 + Сеу.

Полагая х = -1 и у = 0, получим -1 = -1 + С, т. е. С = 0.

Следовательно, искомое частное решение имеет вид

У
= -(х+\).

Пример 5. Проинтегрировать линейное уравнение

y'-ythx = ^. (А)

Решение. Применим метод вариации произвольной постоянной.
Решим сначала линейное однородное уравнение

y' — ythx = 0, (В)

— = \hxdx. Inу = [\hxdx= lnchx+ InC,
У J

у= Cchx.

Решение неоднородного уравнения ищем в виде

у = С(х) chx (С)

Дифференцируя, находим

у’ - С'(х) chx + С (х) shx. (D)

Подставляя (С) и (D) в уравнение (А), получим:

C'(jc) chx + С (х) shx - С (х) ch (х) th (х) = γ,

C'i.r)chx =
—, C'(v) =

—-—.

2 2chv
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откуда

С(х) = - f— dx= f 1
dx = —dx.

2 J chx J ez + e~x J e" + 1

Осуществляя подстановку

ez = t, exdx = dt,

найдем

f ex f dt .

J^T—j-A= J-^2- = arctg/ = arctge +C.

Итак,

C (x) = arctge* + C.

Подставляя (E) в (С), получим

у = chx [arctge1 + С].

Пример 6 . Проинтегрировать уравнение

x2(x- \)y'-y2-x(x-2)y=0.

Решение. Данное уравнение можно привести к виду

, х(х-2) 1 2
у у = у

х2(х- 1) х2(х- 1)

Это уравнение Бернулли, т. е. уравнение вида (9.28). Здесь

х(х-2) 1
р(х) = ——2 ; я (х) = ; а = 2.’

х2(х-1уЧУ> х2(х-1)

Подстановка (9.29) в данном случае принимает вид

и(х) = у1~а =у'~2 =у-1 =

У

т. е.

откуда

, ,
1 1

и(х)=~, У =
—~

у и(х)

и'(х)=—у/, у' = -у2и,(х).
У

(Е)

(А)

(АО

(В)

(О
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Полставляя (В) и (С) в уравнение (А), получим линейное

неоднородноеуравнение относительно и:

хг(х-I) — + х (х - 2) и = - I (Г>)
ах

Решим соответствующее однородное линейное уравнение

х2(х-1)— + х (х-2) и = О (Е)
dx

Так как

и
\

du х (х- 2)
dx χ2(χ — 1)

du

и х(х-1) ^x
dx.

TO

lni/= -2lnx + In (x-1) + InC,,

lnu= In C,(-t-l)
.t2

откуда

C,(x-1)
и = i (F)

Общее решение уравнения (D) ищем с помощью метода вариаини

произвольной постоянной.
Полагаем

и = С,(х) (G)
х

Дифференцируя функцию и (х), получим

du
,

х -1 2-х
—

= С (х)
—

+ С, (х)—. (Н)
ах х х

Подставляя (Н) в уравнение (D), находим

X2 (х - I) ^С,'(х) + С, (х) j +
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или

+х (х-2)С1(х)—7-
х

1

c;w=
> *ш..

(χ-lГ dx (*-l)
-) » dCx —

—

dx

(χ-ιγ

C,(x) = -+ C.
x-1

Подставляя (J) в (G), получим общее решение уравнения (D):

Переходя к переменной у, получим:

!.Гс—Ц££
У У X-IJ X

1 X— 1 1 1 + С(х-1)
— С

Ί
^ ) 9
X

Следовательно,

(J)

У
1 + С (х — 1)

общее решение исходного уравнения.

Задачи

Найти общие решения линейных дифференциальных ура?нений
первого порядка:

1. у'-4у = е2*.

3. / + - гу=1.
1- х“

2х

cosx

л / *У
2. у ,—- = х.

х* + 1

4. y'--*L.y. 1 + *г.
1 + х*

6. у'х-у-х2 = 0.5. у'-у tgx =

2χ
7. у' у = 2х(х“ + 1). 8. y'cosx+ ysinx = ).

х + I

Проинтегрировать уравнения Бернулли:
9. уу' + у

‘

+ 4х (х + 1) = 0. 10. ху' - 4 г — х2-Jy.
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Ответы

1. y = Ce4l-je2\ 2. у= 1 + х2 + Cy/l + x2 . 3. y = J\-x2 х

2 и-ι

x(arcsinx+ С). 4. у = (х+С)(\ + х2). 5. y =
^—t— 6.у = х2 + Сх.
cosx

7. у
= С (х2 + 1) + (т2 + I)2. 8. у

= Ccosx + sin*. 9.4х~+у2=Се~~х.

10. у = χ4(ΐη·/χ + с) .

§ 9.4. Уравнения в полных дифференциалах

Уравнением в полных дифференциалах называется

дифференциальноеуравнение

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, (9.30)

левая часть которого есть полный дифференциал некоторой функции:

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = du(x,y). (9.31)

Уравнение (9.30) с учетом (9.31) можно записать так:

du(x,y)= 0, (9.32)

поэтому его общий интеграл имеет вид

и(х,у) = С. (9.33)

Функция и (х,у) может быть найдена из системы уравнений:

Эи
„

Эм
—

= Р{х,у)\ —~=Q(x,y).
ох оу

Равенство

^=^2 (9.34)
Эу Эх

является необходимым и достаточным условием того, что левая часть

уравнения (9.30) есть полный дифференциал некоторой функции.
Если левая часть уравнения (9.30) не является полным

дифференциаломи существует функция μ = μ (х,у) такая, что

μ (Pdx + Qdy) = du,

то функция μ = μ (,т, у) называется интегрирующим множитсчем,



Функция μ (дс, у) удовлетворяет уравнению

(9.35)

Если

(9.36)

то интегрирующий множитель зависит только от*, т. е.

μ = μ (*)■

Если

(9.37)

то интегрирующий множитель зависит только от у, т. е.

μ = μϋΟ·

Пример 1 . Проинтегрировать уравнение

2xydx + хг dy = 0.

Решение. Левая часть данного уравнения есть полный

дифференциалфункции и(х,у) = х2у, т. е.

Ixydx + х1 dy = d (х2 у).

Исходное уравнение можно переписать в виде

d(x2y) = 0,

откуда получается его общий интеграл

х2у=С.

Пример 2. Проинтегрировать уравнение

х3 dx + (ydx + xdy - ydy) = 0.

Решение. Преобразуя левую часть уравнения, получаем

+ d(xy)-d =0
( * \

\ )

или
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у2>
—Уху-—

Ч4 2,
= 0,

откуда находим общий интеграл

х4 у2
T*v—.c.

Пример 3. Проинтегрировать уравнение

(у3 — 2xy)dx + (3xy2 -x2)dy = 0.

Решение. Это уравнение вида (9.30), для которого

^
Р(х,У) = уг ~2ху, Q(x,y)=3xy2-х2.

Находя соответствующие частные производные, получим:

ЭР<х’Г>.= Зу!-2*;Щ±?1=3>!-21,
ду дх

откуда

aP
=
dQ

ду дх

Следовательно, левая часть уравнения является полным

дифференциаломнекоторой функции и (х, у):

du = dx У dy — (у3 - 2ху) dx + (Згу2 -x2)dy,
дх ду

т. е.

ди з _ Эи
, 2 2

—
= /-2ху, -= 3ху2-х. (А)

ах &у

Интегрируем по х первое из уравнений (А), считая у постоянным,

при этом вместо постоянной интегрирования надо поставить φ (у)
-

неизвестную функцию от у:

И (*. у) = J (у3 - 2ху) Л = у *Х - ух2 + φ (у).

Дифференцируя функцию и(х,у) по у, получим

^-=3у2х-х2 у φ'(γ).
ду
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Но

Ои у *)

^
= £?(*.>) = Злу" -х*.

поэтому

Ъху1 - χ- + φ'(„ν) = З.гу2 - X2,

откуда φ'(ν) = 0 и φ (у) = С,.
Таким образом,

и(х, у) = уэх->:х2 +С,.

С другой стороны, по формуле (9.33)

и (х, у) = С2,

поэтому общий интеграл имеет вид

>,3х-х2у = С\ где С’=Г2-С,.

Пример 4. Проинтегрировать уравнение

х (х + 2у) dx + (х2 - у2) dy = 0.

Решение. В данном случае

Р(х,у) = х(х + 2у), Q(x,y) = x2 -у2.

откуда

ЭР
. ЭО .

dy'
’

аГ

Условие (9 34) выполнено, поэтому данное уравнение является

уравнением в полных дифференциалах Следовательно,

Эи 2 Эи 2 2
— * X +2.КХ, — * х' -у1.
ах ау

Из первого равенства получаем

и (х, у) * J (х2 + 2ху) dx

или

w ί X, у) » —+ х2 у + φ (у)

308



Дифференцируя по у функцию и(х,у), находим

Эи 2 ,, ч
— =х2 +<р'0).
ау

Так как

то

х’+Ф'ОО-*’-/.

откуда

'

<р'(у) = -у1

и

Ф (y) = -jy'dy = -^-+C
Подставляя найденное выражение для φ (у) в формулу для

и(х,у), получим

и (х> У) = γ+хгУ-γ* С, = С,

или

Таким образом, общий интеграл можно записать в виде

х1 +Зх2у-У = С, где С=ЗС,.

Пример 5. Проинтегрировать уравнение

(ху2 - у3) dx + (1 - ху2) dy = 0.

Решение. Это уравнение не является уравнением в полных

дифференциалах,так как

дР д 2 , j

т-=т-(^ -У ) = 2ху-Зу ,

dy dy
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Интегрирующий множитель ищем в виде функции только от у:

μ (*, .>') = μ (у),

так как в данном случае выполняется условие (9 37), а именно:

Р[Ъ~ й* )~ у

Для этого множителя имеем:

3μ Cv)
q

йр(у)
=
ф

йг Эу Jy

Условие (9.3$), которое более подробно можно записать так

принимает вил

или

ду йг ^ йг dv J

^ (*>2 -

> ') = μ [- v2 -(2х> - Зу2) ]

— (гу2 -у5)« μ (2у2 - 2ху).

откуда

ф 2у(у-х) А Ф 2
А

— ■ —т—
«#>,
— -— ау.

μ у2(х-у) μ у

Интегрируя последнее уравнение, находим

. ,, ,
I I

Ιημ ш -2lny » In —г, μ (у)*—у
У У

Умножая исходное уравнение на интегрирующий множитель μ (у)

■

-у, получаем уравнение в полных дифференциалах.



(x-y)dx + dy = 0.

В самом деле,

д(х-у)

ду
Ы±_Щ_
Э> дх

где

Так как

_ Эы Эм 1
р\=Т = х-У’ 0=3" = —

ох ду у'
X.

Р\
Ъи

дх
= х-у,

то

, s
X

, ч
°и

и(х,у) = --ух + ч>(у), — = -*+φ Су),
2 ду

-* + <р'(у) = -γ-χ, фЧу) =

—у·
У У

Интегрируя последнее уравнение, получим

(Р(у)=_1+С..
у

Подставляя функцию φ (у) в выражение для и (х, у), находим

и(х,у)=-—-ух- — + С].
2 У

Так как

м(дг,у) = С2,

то

* Х
г—-ух--+С, = С:

22 У
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или

х 1
г

ух
= С.

г у

Преобразуя последнее равенство, получим общий интеграл в виде

х2у- Ixy1 - 2 - 2Су = 0.

Задачи

Найти общие интегралы дифференциальных уравнений,предварительнопреобразовав их левые части:

1. xdy + ydx = 0. 2. y2dx + 2xydy = 0.

xdv— vdx
3.

·

/ =0. 4. xdx + ydy = 0.

Показать, что данные уравнения являются уравнениями в полных

дифференциалах, и найти их общие интегралы:

5. (х2 + 2xy + a2)dx + (x2 + у2 — a2) dy = 0.

6. (cosx + xcos_y + eJ )i/y + (sin_y- ysinx)d!x = 0.

7. chx(chv-l)air+shy(shx+l)</y = 0.

8.
1

A' (x-y)
dx +

1
dy — 0.

.
(х-уУ у.

Решить уравнения, допускающие интегрирующий множитель вида

μ (х) или μ (у):

9. (у2 -2х-2) dx + 2ydy = 0.

10. y2dx + (xy-\)dy = 0.

11. (2y + xy3)dx+{x + x2y2)dy = Q.

12. (\ + xlу) dx + (x + x2у2) dy = 0.

Ответы

I. xy = C. Указание, xdy + ydx = d (xy). 2. y2x = C. 3. — = C.
x

4. x2 +y2 = C2. 5. x3+y3+ 3x2y + 3a2x-3a2y=C. 6. xsiny + vcosx +

+ ev = C. 7. chy(1 + shx) —shx = C. 8. ^ + In — = C. 9. μ(χ) = ^,
x-y у
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y-V-2xex =C. xy-lny = C.10· μ (>’)= ·

§ 9.5. Разные дифференциальные уравнения первого
порядка

Определить типы дифференциальных уравнений и решить их.

найтиуказанные частные решения:

2^ (1-х2)у' + ху-3 = 0, у = I при jc = 0.

Определить типы дифференциальных уравнений и

проинтегрироватьих:

5. (2ху+ 2у2 - 9х2) <έτ + (х2 + 4ху)dy = 0.

8. (1-х2у)<Л: + х2(у-х)агу = 0.

9. ^>/21-8х-4х2^ dy-dx = 0.

10. (Зх2 + 2ху-у2) dx + (х2 -2ху-Зу2)dy = 0.

15. (у - 2х - 1) dx + (х + 2у + 1) dy = 0.

16. (х2 -4xy-2y2)iZx+(y2 -4ху-2х2) dy = 0

17. (х + у-2)с& + (х-у + 4)£/у= 0.

18. х (х2 - 1) у' - (2х2 - 1) у + 4х3 = 0.

Ответы

6. у' + у-ху3 = 0. 7. у' + у — х2 = 0.

II. ху'-у = 2х.

13. xdx + (х + у) dy — 0.

12. ху' - Зу + х4у2 = 0.

14. y' + yctgx = tgx.
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2. Линейное,= In
х-3

х + 3
= Зх + cVl- χ2; y = 3x + Vl-x2.

3. Однородное, x2 + у2 -2Cy = 0; x2+y2-2y = 0. 4. Иш-егрируюший

1 2x
множитель μ O') = —; у * j—

У

2x

^+2C; x2 +
■. 5. Уравнение в пол¬

ных дифференциалах, оно же однородное. х у + 2ху — Зх = С.

6. Уравнение Бернулли, —^-
= х + —+ Се". 7. Линейное,-\ = х+—+Се2х.

У1 2

·> 1 1
у = Ce-Jt +х* -2х+ 2. 8. μ(χ) = —г, ху + ^-=С. 9. Уравнение с

х х

1 . 2 (х +1)
разделяющимися переменными, у =

— arcsin + С. 10. Уравнение в

полных дифференциалах, оно же однородное, х3 + х у
— у2х — у3 = С.

11. Линейное, у = х[1п (х2) + С]. 12. Уравнение Бернулли,

7х3 = у (х7 + С). 13. Однородное, In Jy2 +ху + х2 + —i= arctg = С.
V3 V3x

, 4 fх π'' „

ln,gU+7j
14. Линейное, у = 1. 15. Уравнение, сводящееся к одно-

sin х

родному, у1 +ху — х2 + у — х = С. 16. Уравнение в полных дифференциалах,

(х + у) (х2 — 7ху + у2) = С. 17. Уравнение, сводящееся к однородному

х2 - у2 +2ху-4х + 8у = С. 18. Линейное, у = 4x + CxyJx2 - 1.

§ 9.6. Задачи, приводящиеся к дифференциальным
уравнениям

Многие научные и технические задачи приводят к интегрированию

дифференциальных уравнений. В таких задачах требуется найти

зависимостьмежду переменными величинами некоторого физического,
химического или другого процесса, найти уравнение кривой или

поверхностии т. п.

При решении этих задач необходимо:

1. Составить дифференциальное уравнение из условия задачи.

2. Определить его тип и выбрать соответствующий метод

решения.
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3. Проинтегрировать полученное дифференциальное уравнение и

получить его общее решение.
4. Найти частное решение, удовлетворяющее данным начальным

условиям.
5. Вычислить по мере необходимости значения вспомогательных

параметров (коэффициент пропорциональности и др.), используя
дополнительныеусловия задачи.

6. Найти общий закон рассматриваемого процесса и, если это

требуется,численные значения искомых величин.

Приступая к составлению дифференциального уравнения, нужно

выбрать независимую переменную и искомую функцию, выразить

приращение функции, соответствующее заданному приращению

аргумента,через величины, о которых идет речь в условии задачи.

Составивотношение приращения функции к приращению аргумента и

переходяк пределу, получим дифференциальное уравнение.

При составлении дифференциального уравнения часто бывает

целесообразнымприменять метод дифференциалов, заключающийся в

том, что приближенное соотношение между бесконечно малыми

приращениямиискомых величин, верное с точностью до бесконечно

малыхвысшего порядка, заменяется соответствующим соотношением

между их дифференциалами.
Иногда дифференциальное уравнение можно составить более

простымпутем, воспользовавшись геометрическим или механическим

смыслом производной.
Кроме того, при составлении дифференциального уравнения, в

зависимостиот условия задачи, используются соответствующие законы

физики, механики, химии и других наук.

Пример 1. Найти кривую, проходящую через точку Л/0( 1,4) и

обладающую тем свойством, что отрезок любой ее касательной,

заключенныймежду осями координат, делится пополам в точке касания.

Решение. Пусть М (х, у) -

произвольная точка искомой кривой,

АВ- отрезок касательной к кривой в данной точке, заключенный

междукоординатными осями. По условию задачи ВМ — МА. Если ОР -

абсцисса точки М, то Δ АМР-А АВО и

ОА ОВ

РА
~

МР

АВ

МА
Но

АВ
= 2 и РА = ОР, поэтому

МА

ОА

ОР

ПГ>
—= 2, т. е. ОА = 2х, ОВ = 2у.
МР
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Угловой коэффициент касательной к кривой у = /(*) в точке д/

-

*

выражается с помощью производной —-=tga, где а = Z ВАХ. С

OR
другой стороны, так как tga = - tg Z ВАО и tg Z ВАО- то

ОА
’

ОВ

ОА

=У = -У
2х х

Следовательно,

0У
= _У_

dx х

Интегрируя это дифференциальное уравнение с разделяющимися

переменными(см. § 9.1, пример 2), получим

ду=С.

Так как кривая должна проходить через точку А/0(1,4), то

подставляяее координаты в данное уравнение, находим:

1 ■ 4 = С, С = 4.

Таким образом, искомая кривая определяется уравнением

ху- 4.

Пример 2. Точка движется по прямой линии с постоянным

ускорением.Найти закон движения точки.

Решение. В качестве независимой переменной выберем время,
тогда пройденный путь и скорость точки будут функциями времени.
Обозначим путь, пройденный за время Г, через $, скорость точки-

через v и ускорение через w. По условию w — a, где а - постоянная

величина. Пусть в начальный момент времени заданы значение

скоростиv0 и значение пути j0, т. е. v = v0, s=s0 при f = 0, где v0 и s0
-

некоторые постоянные.

Так как ускорение точки при прямолинейном движении равно

производнойскорости по времени, то по условию задачи можно составить

следующее дифференциальное уравнение первого порядка с

разделяющимисяпеременными:

dv
— = а или dv = adt.
dt

Интегрируя последнее уравнение, получаем v=af + ("V Значение по-
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стоянчой С, определим по начальным условиям: ν=ν0 при / = О

Подставляя эти значения ν и t в выражение v, найдем:

v0 = а·0 + С,, С, = v0.

Следовательно, скорость движения точки выразится формулой
v = at + ν0,

Подставляя в эту формулу выражение для скорости ν через проиэ-

ds
водную от пути по времени v = —, получим новое дифференциальное

dt

уравнение первого порядка с разделяющимися переменными

ds
—

= at + v0 или ds = (at + v0) dt.
dt

Интегрируя это уравнение, найдем общее рещение данной задачи

1 7 „

s = — аг + vnt + С>.
2

°

Так как s-s0 при t = 0, то С2 = следовательно,

1 2
s = — at +v0t + s0.

В частности, полагая в выражениях для ν и s а = g, v0 = 0, з0 = О,

s = И, получим закон движения при свободном падении тела в пустоте:

I
1 2

v = gl> h=2gt ■

Рис. 9.2

Пример 3. Определить форму
зеркала, отражающего лучи
точечногоисточника параллельным

пучком.
Решение. Источник света

примемза начало координат, а ось Ох

направим параллельно отраженным

лучам.

Пусть М (х,у) -

произвольная

точка кривой, являющейся

сечениемзеркала плоскостью Оху.Проведемнормаль к кривой в точке М

(рис. 9.2) до пересечения с осью Ох

в точке N (х, 0).
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Обозначим через а угол ΟΜΝ и через β - угол SMN. Согласно

законуотражения, α = β. Так как γ = Ζ ΟΝΜ = β = а, то Δ ΟΜΝ -

равнобедренный, причем ΟΜ = ΟΝ. Очевидно,

OM = yjx2+y2.
Отрезок ON определим из уравнения нормали

Y-y = -\{X-x).
У

Полагая здесь Y = 0, получим

-у = —\(Х-х),
У

отсюда находим отрезок

X=ON = x + yy'.

Подставляя в равенство ОМ = ON выражения для ОМ и ON,
получаемоднородное дифференциальное уравнение

x + yy' = Jx2+y2,
которое может быть решено с помощью подстановки у

= их.

Чтобы упростить выкладки, применим искусственный прием.Положим
Р = <Jx2+y2, Р2=х2+у2.

Дифференцируя второе равенство по х, получим

2р—= 2х + 2уу' или р
— = х + уу'.

dx dx

Но

x + yy' = yjx2 +у2 =Р,

поэтому

dp dp
р —= р или -f = 1,
ах dx

откуда p = x+C. Таким образом,

■Jx2 +y2 =x+C, y2 = 2Cx + C2
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Кривые эти являются параболами. Поверхность искомого зеркала -

параболоид вращения.

Пример 4. В сосуд, содержащий Юл воды, со скоростью 2л в

минуту непрерывно поступает раствор, в каждом литре которого

содержится0,3 кг соли. Поступающий в сосуд раствор перемешивается с

водой, и смесь вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько соли

будет в сосуде через 5 минут?
Решение. За независимую переменную примем время г, за

искомуюфункцию y(t) - количество соли в сосуде через t минут после

начала опыта. Найдем, как изменится количество соли за промежуток

времени от момента / до момента t + At. В сосуд поступает 2 л

растворав одну минуту, at dr минут - 2At литров, в которых содержится
0,3 2AI = 0,6At кг соли. С другой стороны, за тот же промежуток

времениAt из сосуда вытекает 2At литров раствора. В момент t во всем

сосуде (Юл) содержится у(()кг соли, следовательно, в 2Δ/ литрах

вытекающего раствора содержалось бы 0,2At у (t) кг соли, если бы

содержание соли в сосуде оставалось неизменным за время At. Но

поскольку за указанное время оно меняется на величину, бесконечно

малую при At—>0, то в вытекающих 2At л содержится

0,2At [у (/) + а] кг соли, где а-»0 при Δ/->0.

Следовательно, в растворе, поступающем за промежуток времени

At, содержится 0,6At кг соли, а в вытекающем
- 0,2At [у (t) +а] кг.

Приращение количества соли за это время равно разности найденных

выражений, т. е.

у (/ + At) - у (0 = 0,6At - 0,2At [y(t) + a],

где а—>0 при At—>0. Разделим обе части полученного уравнения на

At и перейдем к пределу при At—>0, получим

y'(t)=0,6-02y(t).

Это дифференциальное уравнение первого порядка с

разделяющимисяпеременными, которое можно записать так:

—£ Л.
0,6-0,2у

Интегрируя его, получим

у= 3-Ce~0,2‘.

Значение произвольной постоянной определим из начального условия
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у = 0 при / = 0 (в начальный момент в сосуде соли не было)

Подставивв общее решение значения 1 = 0 и у = 0, найдем:

О = 3- С, С= 3.

Итак, изменение количества соли в сосуде определяется формулой

у = 3-3е~0·2'.

При [ = 5 получаем

у (5) = 3 - Зе-0,2'5 = 3 - Зе~1 - 1,9 (кг).

Пример 5. Моторная лодка движется в спокойной воде со

скоростью5м/сек. На полном ходу ее мотор выключается и через 40 сек

после этого скорость лодки уменьшается до 2 м/сек. Определить ско¬

рость лодки через 2 мин после остановки мотора, считая, что

сопротивлениеводы пропорционально скорости движения лодки.

Решение. Примем за независимую переменную время t, тогда

скоростьлодки v будет некоторой функцией (. На движущуюся лодку

действуетсила F = kv, где к - коэффициент пропорциональности. С

другойстороны, по закону' Ньютона сила равна произведейию массы на

dv
ускорение, т. е. F = т— (ускорение равно производной от скорости

dt

по времени). Следовательно, можно составить следующеедифференциальноеуравнение с разделяющимися переменными:

dv dv к
,

т— = — kv или — = dt.
dt v т

Интегрируя это уравнение находим его общее решение

к
/

v = Се т
.

Постоянную интегрирования определим из начального условия:
v = 5 м/сек при / = 0. Подставляя эти значения в общее решение,

находим
к_

5 = Се ™0, С = 5.

Следовательно, изменение скорости в зависимости от времени

определитсяформулой
к

-

—

I

1 = 5е (А>
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В .'той формуле в показателе степени содержится неизвестный

коэффициент—. Его можно определить из дополнительного условия:
т

при t = 40 сек скорость лодки v =2 м/сек, поэтому

-—40

2 = 5е т
.

откуда

к_

£
т —

,
2 Л 40

и
Подставляя полученное выражение в формулу (А), получим

v = 5
2 Vo

7J

Из этой формулы находим скорость лодки при t = 2 мин = 120 сек

120

Г IV1
v = 5 (!)" =5(|) = ^ =<№4сек).

Пример 6. Найти зависимость между высотой места над уровнем

моря и давлением воздуха.

Решение. Обозначим высоту места

над уровнем моря через h ( и) и давление

воздуха через р(н/м~). Рассмотрим

призматический столб воздуха,

опирающийсяна горизонтальную площадку в

I л/2, расположенную на уровне моря

(рис. 9.3).
Давление воздуха р в сечении этого

столба на высоте И определится весом

части столба, опирающейся на у казанное

сечение. Увеличение высоты И на

бесконечномалую величину dh влечет за собой уменьшение давления на

бесконечно малую величину dp. измеряемую весом слоя воздуха между

двумя сечениями h и h + dh. Следовательно, получается уравнение
— dp= ydh,

Рис. 9.3
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где у есть вес одного кубометра воздуха под давлением р (здесь пре-

небрегается тем, что у меняется при переходе от нижнего сечения к

верхнему). Но величина у сама пропорциональна давлению, что

вытекаетиз закона Бойля - Мариотга (ρν = ρ0ν0), т. е. γ = кр, где к -

коэффициент пропорциональности. Подставляя это выражение для у в

уравнение -dp = ydh, получим

dp
-dp= kpdh или — =

- kdh.

Интегрируя последнее уравнение, находим

п -kh
р= Се

Пусть р= р0 при h = 0 (т. е. давление на уровне моря равно р0),

тогдар0 = Се~к0, С=р0.
Таким образом, искомая зависимость устанавливается формулой

p = p0e-kh.

Коэффициент к определяется из дополнительных условий.
Решая полученное уравнение относительно А, получаем формулу

*Л
к р

позволяющую вычислить высоту h места над уровнем моря по

давлениювоздуха р.

Пример 7. В некоторой химической реакции вещество В

разлагаетсяна два вещества X и У, причем скорость образования каждого из

них пропорциональна наличному количеству Ь вещества В. Найти

законыизменения количеств х и у веществ X и У в зависимости от

времениt, если в начале процесса Ь = Ь0, х = 0, у = 0, а по истечении одно-

,
1

,
3Ьф

го часа Ь = — су,, х = —, v = —

2 8
■

-

8

Решение. Если через х и у обозначены количества веществ X и )'

соответственно, то производная
—

выражает скорость образования
dt

dv
вещества X, производная -

скорость образования вещества У. В

каждый момент времени t количество Ь разложившегося вещества В

определяется формулой Ь = Ь0- х- у, где Ь0 -

первоначальное

количествовещества В. Согласно условию задачи получаем систему двух
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дифференциальных уравнений первого порядка

^=k(b0-x-y), - = 1{Ь^-х- у),
at at

где /t и / - коэффициенты пропорциональности.

Эту систему можно свести к одному дифференциальному
уравнениюпервого порядка. В самом деле, разделив обе части второго
уравненияна соответствующие части первого уравнения, получим

dy
_

I

dx к

Решая это уравнение, будем иметь

\

Используя начальные условия (х = О, у = 0 при t = 0), находим, что

С|=0, поэтому у =
— х. Подставляя полученное выражение для у в

к

первое из уравнений исходной системы, получим линейное уравнение

первого порядка

^+ (k + l)x= kb0,
dt

общее решение которого

кЬ,
х =

к + 1

5 +о-и+/,<.

_ „ Л kbn
Так как х = 0 при 1 = 0, то С, = иК 2

к + 1

к + 1

Подставляя полученное выражение для х в равенство у
= — х, нахо-

к

ДИМ,что

1Ьп

*=т5"-' >

._6аОпределим теперь значения коэффициентов к и /. Так как х = — и

8

ЗА)
у «
—-

при t = 1, то подстановка этих значении в выражения для хну
8
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приводит к системе уравнении:

к + 1 8 к+1 8

Сложив почленно эти уравнения, получим

2‘

откуда
-(*+/)

= 2~2 и к + 1= 1п2.

Разделив почленно второе уравнение на первое, найдем I = 3к.

1 3
Следовательно, к = — In 2, / = — In 2.

4 4

Таким образом, искомое решение определяется формулами:

х

Задачи
Составить дифференциальные уравнения из условий следующих

задач и решить их.

1. Найти кривую, проходящую через точку М (1,3) и для которой

отрезок касательной между точкой касания и осью Ох делится пополам

в точке пересечения с осью Оу.
2. Найти такую кривую, проходящую через точку М (0,3), чтобы

угловой коэффициент касательной в любой ее точке равнялся ординате

этой точки, уменьшенной на две единицы.

3. Через сосуд емкостью а литров, наполненный водным

растворомсоли, непрерывно протекает жидкость, причем в единицу времени

вливается Ъ литров чистой воды и вытекает такое же количество

раствора.Найти закон, по которому изменяется содержание соли в сосуде

в зависимости от времени протекания жидкости через сосуд.
4. Лодка замедляет свое движение под действием сопротивления

воды, которое пропорционально скорости лодки. Начальная скорость

лодки 1,5м/сек, скорость ее через 4 сек 1 м/сек. Когда скорость

уменьшится до 0,01 м/сек! Какой путь может пройти лодка до

остановки?
5. Тело охладилось за 20 мин от 100 до 60°. Температура
окружающеговоздуха поддерживается равной 20°. Когда тело остынет до

30° ?

6. В баке находится 100 л раствора, содержащего 10 кг соли. В бак

непрерывно подается вода со скоростью 5 л в минуту. Поступающая в
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бак вола перемешивается с имеющимся раствором, и смесь тмтскает с

той же скоростью. Сколько соли останется в баке черет I часп

7. Найти кривую, все нормали которой проходят черет

постояннуюточку.

Я. Вода вытекает черет отверстие в дне цилиндрического сосуда
По какому такону понижается уровень воды с течением времени. если

известно, что скорость ν, с которой жидкость вытекает ит отверстия,

зависит от высоты А столба жидкости следующим обратом ν -

- 0,6-Jlgh
9. Судно водоизмещением в 12000 т движется прямолинейно со

скоростью v0 = 20 и/сек. Сопротивление воды пропорционально

квадрату скорости судна и равно 36 т при скорости I и/сек Какое

расстояние пройдет судно после остановки двигателя, прежде чем

скоростьстанет равной 5 и/сек В какое время судно пройдет зто

расстояние?
Ответы

I.Дифференциальное уравнение y=2rv', у' =9т. 2. у'= у-2,

I , а .
^ ^ "

'
Л

у—е +2. 3. —= х, х = С0е
"

, где С0 первоначальное количество
dt а

dl!
соли. 4. 50 сек; 15 и. 5. = k (U - 20). где U температура тела Общее

dt

решение i/ = 20+Ce*f. Решение, соответствующее начальным условиям

задачи: {/ = 20+80 —

1 Vo
2 у

. Тело остынет до 30° через 1 час Указа¬

ние. Скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разности между

dh
температурой тела и температурой воздуха. 6. 0,5 кг 1. Окружность. 8. — =

dt

2
= —kifh, t = — I J~H - л/а^, где H - высота сосуда. 9. Μ — = —kv~, где

Μ - масса судна:

12000 dv

g dt

- 38,8 м. Указание. Принять g = 10 .и/сек2 .

— = - 36v2, — = 0,03f + —, t = 4.6 сек, s -_1_
16
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Гпава 10.

Дифференциальные уравнения второго

порядка

Дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид

у,у',у") = О (ЮЛ)

или

/'■ = /(*, У, У)· (10.2)

Общим решением уравнения (ΙΟ. I) называется функция

у=<р(х,С,,С2) (Ю.З)

от х и двух произвольных независимых постоянных С,, С2,обращающаяданное уравнение в тождество.

Общее решение уравнения (ЮЛ), заданное в неявном виде

Ф(х,у,С,,С2) = 0, (10.4)

называется общим интегралом.
Частное решение

у = <р(х,С°,С2°), (10.5)

где С,0, С$ - фиксированные числа, получается из общего решения

(10.3) при фиксированных значениях Q и С2.
Задача Коши. Найти решение дифференциального уравнения

(10.1), удовлетворяющее условиям: у = у0, у' — Уа при х = х0.Постоянныеопределяются из системы уравнений:

у0=ф(х,С,,С2);

Уо = ψί(χ’ С\,С2).
(10.6)

§ 10.1. Простейшие типы интегрируемых уравнений

второго порядка, случаи понижения порядка

К простейшим типам интегрируемых дифференциальных
уравненийвторого порядка относятся уравнения, для которых функция,
стоящая в правой части формулы (10.2), зависит или только от .г, или

только от у, или только от у', т. е. уравнения вида:
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/' = /(*); (Ю.7)

у" = /00; (10.8)

/' = /(/)· (10.9)

Общее решение /равнения (10.7) находится двукратным

интегрированием.
Уравнение (10 8) интегрируется подстановкой

/ = А (10.10)

которая дает возможность свести его к уравнению с разделяющимися

переменными у и р:

У
// <ty’

dx

dy' dy _ dy'
^

dy dx dy

Из последнего уравнения определяется р, а из уравнения у’ = р
-

общий интеграл Ф (дг, у, С,, С2) = 0.

Уравнение (10.9) подстановкой (10.10) сводится к уравнению с

разделяющимися переменными х нр:

у
// _dy' _

dp dp
_

-~ώΤ-τ·Ί;-ηρ)·
dP

f(p)
= dx.

В некоторых случаях дифференциальные уравнения второго
порядкасводятся к уравнениям первого порядка.

Уравнение

у" = /(х,у') (10.11)

подстановкой (10.10) приводится к уравнению

dx

с неизвестной функцией р.

Уравнение

y" = f(y,y') (10.12)

той же подстановкой сводится к уравнению

р% = /(у,Р),
dy

где роль независимой переменной играет у.



Пример 1. Проинтегрировать уравнение у" = cost.

Решение. Так как у" = то = cost, dy' = cosxiix·, откуда
άχ dx

у' - JcosTiic = sinx + С,, = sinT + C,.

Интегрируя еще раз, получаем:

у
= J (sinT + С,) Л = -cos.t + CjT + С2,

у = -cosx + C,x + C2.

Пример 2. Найти интегральную кривую уравнения у" = т+1,

проходящую через точку М0( 1,1) и касающуюся в этой точке прямой
1 1

у — —тн .

2 2

Решение. Находим сначала общее решение данного уравнения.
Имеем:

dy' dy'
У"-—, —=*+1, dy' = (x+\)dx, у'= ί(т +1)dx,

dx dx J

dx,

2 , 2 f "> Λ

T -“+ χ + ί-ιί ~-~+ * + <4> 4к = |
—+ -X + C,

T3 T2
у =
— H + Ci t + C2.
6 2'

2

Найдем частное решение, удовлетворяющее условиям: у0
= I,

Уо = -j при т0 = 1. Подставляя эти значения в выражения для у (х) и

у'(х), получаем:

t(D = j+^+q + c^i;
6 2

/(1) = ^+1 + С,=|.
с, + с

С, = -1. ί

Следовательно, С, = -1, С2

кривая определяется уравнением

4

3’
поэтому искомая интегральная
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У =
4

х + —.

3

Пример 3. Найти общее решение уравнения у"- 2у'.
Решение. Правая часть данного уравнения зависит только от у'.
Это уравнение вида (10 9). Полагая у' = р, находим:

„ dy' dp dp dp
у = —=—.

—=2у =2р,
—

= 2dx
dx dx dx p

_ , I-_ 2x+ln(" /->/ 2.x dy , lx
= Zr + In C , p — e = C e

,
— — C e ,

, In p =

dy = C>elxdx,

5

Пример 4. Проинтегрировать уравнение Зу" -у 3.

Решение. Эго уравнение вида (10.8). так как правая часть его

зависиттолько от у. Полагая у'= р, получим у" = р—. Уравнение пере-
dy

пишем в виде

5

3

Интегрируя последнее уравнение, находим:

{? — С\—у 3
или р= ±}jci -

у 3.

Так как р
dy

то для определения у получаем уравнение

откуда

= dx
y*dy

или —■■■ ■ д = dx,

±\С,у’-1

х + С2

1

у}ф■
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Для вычисления последнего интеграла сделаем подстановку

2

,2

откуда

С,у3-1 = Л

у1 = ('2 + 1)Ξ -V; Ф’ = Зг (г2 + 1)Ξ -V dt.

С,2 с2

Следовательно,

f у-Ф—
=
— [

+ )^ =
—

J I С,2 J t С,2
Vc,y3_i

Окончательно получаем

J+',

х + С- = ±7W'С,у3-1 С>3+2

Пример 5 . Проинтегрировать уравнение

(1 + х2)у"-2х/ = 0.

Решение. Это уравнение вида (10.11), так как в него явно не

входитискомая функция у. Положим у' = р, тогда

»
_

dy'
_

dp
^

dx dx

и уравнение принимает вид

(1 + х2)—— 2хр= 0 или (1 + х2) dp-2xpdx= 0
dx

Разделяя переменные, получим

dp
_

2xdx

р 1 + х2

Интегрируя, находим

In | р | = 1п (1 + х2) + In | С, |.
откуда
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Так гак

Ρ=·χ, то ^ = С,(1 + х2),
ах ах

и. следовательно, общее решение определяется формулой

У~С\ + хj
+ С->.

Замечание. Разделяя переменные, мы предполагали, что рФ О,

1 + х2 Ф О, поэтому могли потерять решения р = 0, 1 + х2 = 0. Из первого

равенства вытекает, что у' = 0 и у—С. Функция у = С является решением

исходного уравнения, в чем можно убедиться непосредственно. Эти решения

получаются из общего решения при С, = 0. Второе равенство невозможно

при действительных х, оно не определяет функцию, являющуюся решением

данного уравнения.

Пример 6. Проинтегрировать уравнение уу" -у'2 = 0.

Решение. Это уравнение вида (10.12), так как оно не содержит
явно аргумента х. Положим у' = р, тогда

«= <¥_ dy= dp _
„ ф

dx dy dx dy dy

Подставляя выражения для у' и у" в исходное уравнение, получим

уравнение первого порядка с разделяющимися переменными у и р\

ур~г~р2 = 0·

dy

Разделяя переменные, получим

—-—=0 (руфО).
Р У

Интегрируя, находим

ln|p| = ln|y|+ln|c,|,
откуда р= С,у.

dv
Так как р~у', то — = С,у. Интегрируя это уравнение, получаем

dx

ln|y| = c,x + ln|c2| или у-Сге('х.
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Замечание Решения у = 0, у = С (у' = 0) получаются из общею

решения соответственно при С2 = 0 и С| = 0.

Задачи

Проинтегрировать дифференциальные уравнения второго порядка:

1. у" = sinx. 2- /' =
—т·
х~

з. /-=А. 4. 4y"S=\.
У

5. /' = -i-iVl +/JY
а\ J

6. ху"-у' = 0.

7. (1 + х2)/'+/2 + | = 0. 8. _уу" + у'2 +1 = 0.

Ответы

1. y = -sinx+C.x + C2. 2. у= 1пх+С|Х + С2. 3. С\у2 —6 =

= (С,х + С2)2. 4. Зх + С] = 4^C+Jy(^-2C). 5. (х-С,)2 +

+ (у-С2)2=а2. 6. у = С,х2+С2 . 7. у = -С|Х + (С|2 + 1) In (С, +х) +

+ С2. 8. (х + С2)2 +у2 = С2.

§ 10.2. Однородные дифференциальные уравнения
второго порядка с постоянными коэффициентами

Дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными

коэффициентами называется уравнение вида

ay" + by' + су
= /(х), (10.13)

где а, Ь, с- постоянные, /(х) - функция отх.

Если /(х)в 0, то уравнение (10.13) называется однородным

дифференциальнымуравнением с постоянными коэффициентами или

уравнением без правой части:

ay" + by' + су
= 0. (10.14)

Уравнение (10.14) можно привести к виду

у" + ру' + qy
= 0. (10.15)

Уравнение

k2 + pk + q = 0 (10.16)
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называется характеристическим уравнением для уравнения (10.15).
В зависимости от корней кх и к2 характеристического уравнения

(10.16) получаем общее решение уравнения (10.15) в виде

у=Схек'х + С2ек'\ (10.17)

если А, и к2 -

различные действительные числа;

у = (С,х + С2)е*'\ (10.18)

если кх = к2;

у = еах(С] cosPx + С2 5Ϊπβχ), (10.19)

если = α + /β, к2 = а- /β - комплексные числа.

Пример 1. Найти общее решение уравнения у" - 5у' + 6у = 0 и

выделить частное решение, удовлетворяющее начальным условиям:

у
- 1, у' = 2 при х = 0.

Решение. Характеристическое уравнение (10.16) для данного

уравнения принимает вид к2 - 5к + 6 = 0.

Так как это уравнение имеет различные действительные корни

кх = 2, к2 = 3, то в соответствии с формулой (10.17) общее решение

данного дифференциального уравнения таково:

у
= С,е2х + С2е ь.

Чтобы найти искомое частное решение, подставим начальные

данныев выражения для у и у', где

у' = 2Схе1х + ЪС2еЪх.
Подстановка этих данных приводит к системе уравнений:

1 = С,+С2; )

2 = 2С,+3С2,\
откуда определяются значения произвольных постоянных: С, = I,

С2 = 0. Следовательно, искомое частное решение определяется

формулой
у=е2х.

Пример 2. Проинтегрировать уравнение у" + 4у' + 4у = 0.

Решение. Характеристическое уравнение А2+4£ + 4 = 0 имеет

равные корни к, = к2 = -2.
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В соответствии с формулой (10.18) получаем общее решение
исходногодифференциального уравнения

у = е-2х(С\+С2х).

Пример 3 . Проинтегрировать уравнение у" + у' + у - 0.

Решение. Характеристическое уравнение

к2 + к + 1 = 0

,
1 ^3 . 1 л/з

D
имеет комплексные корни к, = ь/—, к, = 1 —. В соответ-1

2 2
2

2 2

ствии с формулой (10.19) находим общее решение

у — е
2

х' S
„

.
S

Ν

ц cos х+С2 sin
—-

х

Пример 4 . Найти общее решение уравнения /' + 3/ = 0.

Решение. Характеристическое уравнение к2 + Зк = 0 имеет корни

к\ = 0, к2 = -3.

Общее решение определится формулой

y = q +С2е~3х.

Пример 5. Проинтегрировать уравнение у" + 4у = 0.

Решение. Характеристическое уравнение к2 + 4 = 0 имеет

мнимыекорни к\ = 2/, к2 = -2/.

Общее решение данного уравнения:

у = С cos2x+ С2 sin2x.

Задачи

Найти общие решения однородных дифференциальных уравнений
второго порядка с постоянными коэффициентами:

1. /'-4/ + Зу = 0. 2. у" + 2у' - 8у = 0.

3. у" + 3у' + 2у = 0. 4. _у"-4/ = 0.

5. у" - 2у' + у = 0. 6. у" + 8/+16>- = 0.

7. у" -4у'+ 13у = 0. 8. у" + 6_у, + 25у = 0.

9. у" + 9у = 0. 10. у"-16у = 0.
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Огесты

1. у = С,ех + С2е3х. 2. у = С,е2х+ С2е~4х. 3. у = С,е~х + С2е~2х.
4. у

= С, + С2е4х. 5. у = е*+ С2х). 6. у = е~4х(С] + С2х). 7. у =

= e2l(Clcos3x + C2sin3x). 8. у = e~ix{Cx cos4x + С2 sin4x). 9. у =

= C,cos3x + CjSin3x. 10. у = С,е4х +C2e~*z.

§ 10.3. Неоднородные дифференциальные уравнения
второго порядка с постоянными коэффициентами

Неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка с

постоянными коэффициентами имеет вид

у" + py' + qy
= f(x). (10.20)

Общее решение уравнения (10.20) находится по формуле

У = Уо+У* (10.21)

где у0
- общее решение соответствующего однородного уравнения

у" + РУ' + Яу
= 0, (10.22)

а у
- частное решение неоднородного уравнения.

В простейших случаях, когда функция /(х), входящая в уравнение

(10.20), является показательной или полиномом, указанное частное

решение находится с помощью метода неопределенныхкоэффициентов.
Если

/(х) = аетх, (10.23)

где а, т- постоянные, то частное решение уравнения (10.20) находят в

форме

у - Аетх, (10.24)

когда т не является корнем характеристического уравнения лля

уравнения(10.22), и в форме

У-Ахетх или у
= Лх2етт, (10.25)

когда m - соответственно простой или кратный кореньхарактеристическогоуравнения.

Если

fix) = a coswix + 6sin мх. (10.26)
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где а, b, т - постоянные, то частное решение уравнения (10.20; ищут в

форме

когда

у
- А cos/ил: + β sin/их, (10.27)

и в форме

когда

р2 + (q-m2)2 * 0,

у — х (A cosтх + В sin тх).

(10.28)

(10.29)

p = 0,q = m2. (10.30)

Если

f(x)=Pn(x), (10.31)

где Рп(х) - многочлен степени п, то частное решение уравнения

(10.20) ищут в форме

y = Qn(x) 00.32)

при

и в форме

<7*0 (10.33)

y = xQn(x) (10.34)

при

<7 = 0, р* 0. (10.35)

Пример 1 . Проинтегрировать уравнение у" - 2у' + 2у = 6е2х.
Решение. Найдем сначала общее решение соответствующего

однородногоуравнения у" - 2у' + 2у = 0.

Характеристическое уравнение к' — 2А + 2 = 0 имеет комплексные

корни к\ = 1 + i, к2 = 1 - /'. Следовательно, общее решение

однородногоуравнения таково:

Уо = ех (С, cosx + С2 sinx).

Находим частное решение исходного уравнения. Так как в данном

случае f(x) = 6e2x (т е. f{x)-aemx, где а = 6. т = 2) и т = 2 не

являетсякорнем характеристического уравнения, то в соответствии с
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формулой (10.24) ищем частное решение н виде

у
- Ае21.

Находя производные этой функции у' = 2 Ае:\ у" = 4Ае2х и

подставляявыражения для у, у\ у" в исходное уравнение, получим

4Ае2х ~2-2Ае2х +2Ае2х = 6е2\ 2Ае2’ = 6е2х.

Так как у
-

решение уравнения, то последнее равенство

выполняетсядля всех ж, т. е. является тождеством,

2 Ае1' шЬе2\
\

откуда

2.4 = 6, .4 = 3.

Следовательно, частное решение имеет вид у = Зе2г.

На основании формулы (10.21) получаем общее решениеисходногоуравнения

у = е*(С, cost + С, sin т) + Зе''

Пример 2. Найти общее решение уравнения

у -у
- 2у = е .

Решение. Характеристическое уравнение

к2 -*-2 = 0

имеет корни к] = 2, к? = -1, поэтому общее решение однородного

уравнения

у" - у' - 2у = 0

определяется формулой yQ = С,е2·' +С2е~'.

Функция /(.х) = е2х получается из формулы (10.23) при а=1,
т = 2. Так как т-2 - простой корень характеристического
уравнения,то в соответствии с формулой (10.25) частное решение ищем в

виде

у = Ахе2'.

Подставляя в исходное уравнение выражения для у, у\ у", где

у'= Ае2х +2Ахе2х, у" = 4Ае1х +4Ахе2х,
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получим

(4Ае2х + 4Ахе2х)-(Ае2х +2Ахе2х)-2Ахе21 = е2х, ЗАе2х = e2i,

откуда ЗА = 1, А =

-j. Следовательно, у =

-j
хе2х.

На основании формулы (10.21) получаем общее решение

y = Cie2x + С2е~х +^хе2х.
Пример 3 . Проинтегрировать уравнение

у" - 4у' + 4у = е2х.

Решение. Соответствующее однородное уравнение

у"-4у' + 4у = 0

имеет общее решение

у0 = (С,+С2х) е2х,

так как характеристическое уравнение

к2-4к + 4 = 0

имеет равные корни к} = к2 = 2.

Частное решение исходного уравнения ищем в виде у
= Ах2е2х,

ибо т = 2 - двойной корень характеристического уравнения. Находим

производные функции у:

у' = 2Ахеи +2Ах2е2х- у" = 2Ае1х +8Ахе2х +4Ах2е2х

и подставляем выражения для у, у', у" в уравнение, получаем

2Ае2х +8Ахе2х +4Ах2е2х -4 (2Ахе2х +2Ах2е2х) + 4Ах2е2х = е2х

или

2Ае2х s е2х,
откуда

2/1 = 1, А = ~.

2

Таким образом, получено частное решение у = ^ х2е2х, общее

решениеопределится формулой

у = (С, + С2х) е2х + х2е2х.
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Пример 4. Найти общее решение уравнения

у" + Зу' + 2у = 2х2 - 4х -17.

Решение. Правая часть данного уравнения является полиномом

второй степени /(х)= Р2(х) = ах2 +Ьх + с, где а = 2, Ь = -4, с = -17.

Так как q* 0, то в соответствии с формулой (10 32) частное решение

ищем в виде

У
~

Qi (*) = 4χ2 + Вх + с.

Подставляя выражения для у, у' = 2Ах + В, у" = 2А в данное

уравнение, получаем

2А + 3 (2Ах + В) + 2 (Ах2 + Вх + С) = 2х2 — 4х -17

или

2Ах2 +(6А + 2В) х + (2А + ЗВ + 2С) = 2хг — 4х —17.

Поскольку у -решение дифференциального уравнения, то последнее

равенство должно выполняться для всех х, т. е. является тождеством,

поэтому коэффициенты при одинаковых степенях х, стоящие в разных

частях, равны между собой:

2/1 = 2, 6А + 2В = -4, 2А + ЗВ + 2С = -17.

Из полученной системы уравнений находим, что

/1 = 1, В = - 5, С = - 2,

поэтому

у = х2 -5х-2.

Общее решение соответствующего однородного уравнения

у" + 3у' + 2у = 0

определяется формулой

у0 = С,е~х +С2е'2*,

так как характеристическое уравнение к2 + Зк + 2 = 0 имеет корни

к} =-1, к2 =-2. На основании формулы (10.21) получаем общее ре^

шение

у = С,е~*+С2е~2х+х2 -5х-2

исходного уравнения.
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Пример 5 . Проинтегрировать уравнение

у”-7у'+\0у = х2.

Решение. Правая часть данного уравнения есть многочлен вида

f(x) = ах2 +Ьх + с, где о=1, Ь = О, с = 0. Так как q* О, то решение

ищем в виде

у
= Ах2 + Вх + С.

Подставляя в данное уравнение выражения для у, у', у", где

У = 2Ах + В, у" = 2А,

получаем 2А -7 (2Ах + В)+10 (Ах2 + Вх + С) = х2

или

10Ах2 +(\0В-\4А)х + (2А-1В + \0С) = х2,

откуда

10/1 = 1, 1 ОД - 14/1 = 0, 2Л-75+10С = 0.

Решая полученную систему уравнений, находим

/1 = 0,1, 5 = 0,14, С = 0,078,

поэтому

у = 0,1х2 + 0,14х + 0,078.

Общее решение соответствующего однородного уравнения

/'-7/ + 10у = 0

определяется формулой

у0=С]е2х+С2е5х,
так как характеристическое уравнение

к2-7*4-10 = 0

имеет корни кх =2, к2= 5.

На основании формулы (10.21) получаем общее решение

у = С,е2д + С2еЬх + 0,1х2 + 0,1 Ах + 0,078

исходного уравнения.

Пример 6 . Найти общее решение уравнения

/'-3/=*2.
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Решение. Так как в данном случае q = 0 (в левой части

отсутствуетчлен, содержащий у), то в соответствии с формулой (10 34) частное

решение ищем в виде

у
= х(Ах2 + Вх + С), у = Ах3 + Вх2 + Сх.

Подставляя в уравнение выражения

У = 3Ах2 + 2Вх + С, у" = 6Ах + 2В,

получим

(6Ах + 2В) - 3 (ЗАх2 +2Вх + С) = х2

или )

- 9Ах2 + (6А - 6В) х + 2В - ЗС а х2,

откуда

-9/1 = 1, 6А-6В = 0, 2В-ЗС = 0.

Следовательно,

Соответствующее однородное уравнение

у"-3у' = 0

имеет общее решение

Уо ~ С, +С2е}х,

так как для характеристического уравнения к1 — ЗА =0 получаем

*, =0, к2= 3.

По формуле (10.21) получаем общее решение

п г 3,t 1 з 1 2 -

у = С, +С2е х х х.

9 9 27

Пример 7 . Проинтегрировать уравнение

у" + 4у' + 4у = 2 sin 2jc -+■ 3cos2j;.

Решение. Правая часть данного уравнения является

тригонометрическимполиномом вида /(х) = acos/n.T + />sinmx, где а = 3, Ь~ 2,
т= 2. Так как выполняется условие (10.28), в соответствии с

формулой(10.27) частное решение ищем в виде
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у = /4cos2x + flsin2x.

Находя производные

у' = -2Asin2.r + 2Bcos2x, у" = -4A cos2x - 4Zisin2x

и подставляя в данное уравнение выражения для у, у'. у", получим

-4/4 cos2х- 45sin2x + 4 (-2/4sin2x + 2iicos2x) +

или

откуда

+ 4(/4cos2x+ flsin2x) = 2sin2x + 3cos2x

85cos2x-8/4sin2x = 3cos2x + 2sin2x,

8B = 3, -8/4 = 2,

t e.

A

Следовательно, частное решение определяется формулой
1

- 3 . .

у = — cos2x + — sin 2х.
4 8

Соответствующее однородное уравнение

у" + 4у' + 4у = О

имеет общее решение

у0=(С, +С2х)е~2*.
По формуле (10.21) находим общее решение данною уравнения

у = (С, +С2х)е'2т —-cos2x+— sin2x.12
4 8

Пример 8 . Найти общее решение уравнения

у" - 12у' + 36у = sin Зх.

Решение. Правая часть данного уравнения является

тригонометрическиммногочленом вида /(х) = acosmx + hsinmx, где а = 0, />=1,

т-1>. Так как выполнено условие (10.28). частное решение ищем в

виде

у
= /4cos3x + flsin3x.
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Находим производные

>>' = -3y4sin3x + 3ficos3x, у" = -9/4cos3x-95sin3x.

Подставляя выражения для у, у', у" в данное уравнение, получаем

(-9/4cos3x-9flsin3x)-12 (-3>ΐ5Ϊη3χ + 35οο52.ΐ) +

или

откуда

\

+36(/4cos3x + Bsin3x) = sin3x

(27/4 - 36В) cos3x + (27В + 36A) sin3x = sin3x,

27А - 36В = 0, 27В+ 36А = 1.

Решая полученную систему уравнений, находим

225 75

Следовательно, имеем частное решение

у = cos3x +— sin Зх.
225 75

Соответствующее однородное уравнение

у" - \2у'+36у = 0

имеет общее решение

y0 = (Ci+C2x)e6\
так как для характеристического уравнения

к2 - 12А + 36 = О,

получаем к] = к2 = 6.

По формуле (10.21) находим общее решение

у = (С, + С2х) е6х +-^— cos3x + — sin3x
225 75

исходного уравнения.
Замечание. Частное решение мы искали в виде ^ = +α)53.ϊ +

+ /?sin Зх, а не в виде у = i?sin3x, так как из того факта, что а = 0 не

следует,что /4 = 0.
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Задачи

1. у" - 6у' -Ту - 32e3jt. 2. у" + 2у' -8у = 12е2х.

3. /'-2/ + >>
= ех. 4. у" + 7у'+12у = 24х2 + 16л:-15.

5.
7 29

у" + у' - 6у = - х2 .

18
6. у"-4у' + Зу = х-1.

7. у"-2у' - Ьх2 — 1 Ох + 12. 8. у" - 3у' -10у = sin х + 3 cost.

9. у" - 8>·' + 12у = - 65cos4t. 10. у"+ 16у = -24 sin 4л:.

Ответы

1. у = С,е7х+С2е~х-2е3х. 2. у
= Qe~4x + С2е2х +2хе2х. 3. у

=

= (С, + С2х) ех + ^х2ех. 4. у
= С,е~3х + С2е~и +2х2-х-\. 5. у =

= С}е2х + С1е~3х +-х2 +— Х + -. 6. у = С,е3х + С2ех +~т + “- 7. _>·
=

1 2
6 18 3

1 2 3 9
*

2 9
= С,+С2е2х-х3+х2-5х. 8. у

= С|б5х + С2е~2х -

— sinх -— cost.

9. y
= Cle6x +С2е2х + 2sin4x + —cos4x. 10. у

= С, sin4x + C2 cos4i +

+ 3xcos4jc.
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Глава 11.

Дифференциальные уравнения порядка выше

второго. Системы дифференциальных
уравнений

§ 11.1. Уравнения, допускающие понижение порядка

Уравнение вида

У{п)=/(х) (Π.1)

решается путем и-кратного интегрирования.
Уравнение

F(x,y(k\y{k+'\...,yin)) = О, <11.2)

не содержащее искомой функции у, подстановкой

У{к)=и, (11.3)

(к)
где у

- низшая из производных, сводится к уравнению

F (х, и, и', и", ...,и(п'к>) = 0, (114)

порядок которого равен п- к.

Уравнение

F(y,y\...,y,k\y{k+'),...,y{n)) = 0, (11.5)

не содержащее независимой переменной х, также допускает понижение

порядка с помощью подстановки

у' = р.

Пример 1. Решить уравнение у'" = sin.с.

Решение. В левой части этого уравнения стоит третья производная
искомой функции, в правой - функция только от лс, это уравнение вида

(11.1). Так как y,f* — —, то

dx

/К·”
= sinjc, dy" = sin* dx,

dx

откуда

ft

У J sin x dx -

- cost + C,.

345



Поскольку
dv

dx
' то последнее уравнение можно переписать

гак:

±:
dx

= -cosx + С или dy* = (-cosjt + С,)dx.

Интегрируя, получаем

у' = -sinx + C|X + C2

или

dy = (- sin х + С|Дг + С2) dx.

Интегрируя еще раз, находим общее решение исходного уравнения

С Ч

у = cost + -d- χ~ + С2х + С3.

Пример 2 . Решить уравнение x}',v + у'" = 0.

Решение. Это уравнение вида (11.2), для которого к = 3, η = 4.

Принимая низшую производную у"' за новую неизвестную функцию
и, осуществим подстановку (11.3)

откуда yIV —
—

. Таким образом, данное уравнение сводится к ьравне-
dx

нию первого порядка относительно и:

,
. du dx

Л

хи + и = 0 или 1-— = 0,
и х

из которого получаем

•X

Так как и = у"\ то для определения у имеем уравнение

У
£l
х

в котором правая часть зависит только отх, т. е. уравнение вида (11.1).
Трижды интегрируя, получаем соответственно:

у" = [£l (jx- q 1пх + С2, у" = С, 1лх + С\;
J х
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у'= С,(х1пх-дс) + С2х + С3;

у = С\
(Xl . 3 2
— in дс х

V2 4
н—х +СлХ-\-Сл

или

где

у = С[х2 lnx + C2Jt2 + С3х + С4,

С{ = —, а =£---С,.1
2

-

2 4
'

Призер 3 . Решить уравнение yIV = 2у".

Решение. Положим у'" = м, тогда у,v = и', поэтому уравнение

примет вид

,
О

du
т

и = 2м, — = 2м.
dx

Разделяя переменные (в предположении, что м Ф 0) и интегрируя,

получим

Так как

откуда:

Inм = 2дг + С, и = е2х+с =С,е2х.

/// _ /// /э 2 j
и = у , то}» = С,? ,

у" = ^-е2х+С2; у' = ^-е2х +С2х + С3;

у = ^-е2х+^-х2+С3х + С4.
8 2

(А)

Замечание. Если м = 0, т. е. у'" = 0, то у" - С2, у' - С2дс + С3,

С'

у = х2 + С3х + С4. Эго решение получается из формулы ( А) при С| = 0.

Задачи

Решить уравнения:

1. у"' = 2х.

3. у-^ΐίψί.
sin х

2. у'" = cosx.

А 'V 1
4. у =-.

х
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6. (У")2+0")2 = 1.5. х4у"' + 2х3у" = \.

Ответы

ХА С С
1. У-

—+-— X2 + С2х + С2. 2. у =
- sin х + х2 + С2х + С-.

3. у - lnsinx + C х2 +C2x + Cj. 4. 6у = х31пх + С|Х3 + С2х2 + С3х + С4.

5. у- С, 1пх + С2х + С3 -

у-.
6. y = C3+C2x-sin(x-K^,).

§ 11.2. Линейные однородные уравнения с постоянными

коэффициентами

Дифференциальное уравнение

я„У(п) + <V,y(n_1) + ■■■+а2у"+ аху'+ а0у = 0, (11.7)

где ап, а,, о0
- постоянные величины, называется линейным

однородным уравнением п-го порядка с постоянными коэффициентами.
Общее решение уравнения (11.7) определяется формулой

У = С,у, + С2у2 + С3у3 + ... + С„у„. (11.8)

где _у,, ...,у„
- его линейно независимые частные решения. Последние

находятся с помощью характеристического уравнения

anrn +an_lrn~] + ... + a2r2 +atr + aa =0. (11.9)

Если характеристическое уравнение имеет п действительных

различныхкорней гт(т= 1,2,...,«), то каждому из них соответствует

частноерешение

y„=ev (11.10)

и общее решение уравнения (11.7) принимает вид

у
= C,er,t +C2er,r +... + С„е'х. (11.11)

Если уравнение (11.9) имеет к действительных равных корней
Г] =г2 = ... = гк (т. е. корень η имеет кратность к), то в формуле (11.8)
им соответствуют решения

У\ = ег,х > Уг = xeV> · ·
·, ук = хк~1ег,х. (П. 12)

Однократным комплексно сопряженным корням г, 2
= α ± /β

уравнения(11.9) в формуле (11.8) соответствуют решения:
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у, =eaicospbr; у2 =€re*sinpur (11.13)

Комплексно сопряженным корням η 2
= α ± /β кратности А

соответствуютследующие частные решения:

у, = е®* ακβχ, у2 = хет cosfix, ук = .t* Vu cosfr;

(1114)

Ук+1 = е*" sinpx, ук+2 =χβ°“5Ϊηβχ у2к =.r*‘lee*5inpac.

Пример 1. Решить уравнение у'" - 2у"-у' + 2у = 0

Решение. Для данного уравнения с постоянными коэффициентами
составим характеристическое уравнение (при ггом нужно сохранить

коэффициенты; вместо у поставить I. вместо ее производной Α-ro по-

рядка'поставить г*):

г3 ~2г2 -г+ 2 = 0.

Преобразуя левую часть уравнения, получим

г2(г-2)-(г-2) = 0, (г-2)(г2 -1) = О,

откуда

г, = -1. г2 - 1. г, = 2.

В соответствии с формулой (11.11) получаем общее решение

у = С\€
1

+ С2ех + Сге2х.
Замечание. Нумерация корней не имеет существенного значения В

самом деле, если считать, что η = 2, г2 = -1, г3 = 1, то общее решение

определитсяформулой

у = С\€~х л-С2е х+С2ех,

которое отличается от найденного выше только обозначениями произвольных
постоянных.

Пример 2. Решить уравнение у'" - Ту" +15у' - 9у = 0.

Решение. Составим характеристическое уравнение

г3 -7г2 + 15г-9 = 0,

один из корней которого г, = 1 можно получить методом проб.
Так как

(r3-7r2+15r-9):(r-l) = r2-6r + 9,
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то уравнение принимает вид

(г - \)(г2 -6г + 9) = 0,

откуда г2 = г3 =3. Таким образом, характеристическое уравнение

имеетодин простой (однократный корень г, = 1) и двукратный корень

г2 = 3 (к=2).
В соответствии с формулами (11.12) и (11.8) получаем общее

решение
у= С,ех +С2е3х +С3хе3х

или

у
= С]ех + (С2 + С3х) е3х.

Пример 3 . Решить уравнение >>ιν - 16у = 0.

Решение. Характеристическое уравнение

г4 -16 = 0 или (г2 -4) (г2 + 4) = 0

имеет корни

г, = 2, г2 = -2, г3 = 2/, г» = -2/.

Мнимым сопряженным корням г3 и г4 (для которых α = 0, β = 2)

соответствуют частные решения

,у3 = cos2x, у4 = sin2x,

полученные из формул (11.13).
Таким образом, общее решение имеет вид

у
= С]в2х +С2е~2х +С3 cos2x + C4 sin2x.

Пример 4. Решить уравнение ylv-4у"'+ Sy"-&у' + 4у = 0.

Решение. Составим характеристическое равнение

г4 - 4г3 + 8г2 - 8г + 4 = 0.

Преобразуя левую часть этого уравнения, получим

г4 _4гг + %г2 - 8г + 4 = г4 - 4г3 + 4г2 + 4г2 - 8г + 4 =

= (г2 - 2г + 2)2 = (г2 - 2г + 2) (г2 - 2г + 2) = 0,

откуда г2 - 2г + 2 = 0, г2 - 2г + 2 = 0.

Следовательно, комплексно сопряженные корни

характеристическогоуравнения г12 = 1±/ имеют кратность к=2. Так как в данном
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случае α = 1, β=1, то в соответствии с формулами (11.14) и (11.8)

общее решение имеет вид

у - С\е* cost + С2е* sin* + С3хех cosx + С4хе' sinx

или

у = ех [(С, + С3х) cosx + (С2 + С4х) sinx].

Пример 5. Решить уравнение у+ 2y,,V) + у" = 0.

Решение. Составим характеристическое уравнение,

соответствующееданному дифференциальному уравнению:

г6 + 2г4 +г2 =0.

Преобразуя левую часть этого уравнения, получим

г2(г4+2г2+1) = 0 или г2(г2 + 1)2 =0.

Таким образом, характеристическое уравнение

rr(r2+l)(r2 + l) = 0

имеет один двукратный действительный корень г = 0 (г, = г2 = 0) и

пару двукратных мнимых сопряженных корней г = ±/ (г3 = г4 = /,

r5=r6=-i). По формулам (11.14), (11.12) и (11.8) получаем общее

решение

у = С] + С2х + (С3 + С4х) cosx + (С5 + С6х) sinx.

Пример 6 . Решить уравнение +2-2у"-у = 0.

Решение. Характеристическое уравнение

г8 + 2гь -2г2 -1 = 0

имеет два корня г, = 1, гг = -1, которые можно получить методом

проб, поэтому левая часть его должна делиться на (г - 1) и на (г + 1),

следовательно, и на (г2 - 1). Произведя указанное деление, получим

(г8 +2гб -2г2 -1): (г2 -1) = г6 +3r4 +3r2 +1 = (г2 +1)3.

Итак, характеристическое уравнение принимает вид

(г2 - 1) (г2 +1)3 = 0 или (г - 1) {г + 1) (г2 +1) (г2 + 1)(г2 +1) = 0.

Это уравнение имеет два указанных простых действительных корня
и два мнимых корня кратности к = 3 (г, = г4 = л5 = г6 = г7 = г, = -/).
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В соответствии с формулами (11.14), (11.12) и (11.8) находим общее

решение

у = С,ех + С2е~х + (С3 + С4х + С5х2) cosx + (С6 + С7х + С$х2) sinx.

Задачи

Решить однородные дифференциальные уравнения с постоянными

коэффициентами:
1, у'" - у" - 4у' + 4у = 0. 2. у’" - 6у" + 1 1у' - 6у = 0.

3. у"'-Зу'- 2у = 0. 4. у"'-3у" + 3у'-у = 0.

5. ylv — 8ljv = 0. 6. ylv-6y'" + 14y"-14y45y = 0.

7. y<5) + 4y1
v
+ у'" - 10у" - 4у' + 8у = 0.

8. y'6)+8yIV + 16y" = 0. 9. y<8>-y<6>-9y1V-lly"-4y = 0.

10. у(9) + 2у(7)+у(5) =°·

Ответы

1. у = С,ех + С2е2х + С3е~2х (г, = 1, гг= 2, г3 = -2). 2. у = С,ех +

+ С2е2х+С3е3х (г,=1, г2= 2, г, = 3). 3. >’ = (С, + С2х)ех + С3е2х

(г, = г2=-\, л, =2). 4. у = (С}+С2х + С3х2)ех (г, = г2 = r3 = 1).

5. у = С,е3г + С,е'3г + С3 cos3x + С4 sin3x (г, =3. г, = -3, г3 = 3/,

/4 = -3/). 6. V = (С, + С2х) е* + (С, cosx + С, sin х) е1х (г, = г, = 1,

г3=2 + /, r4=2~i). 7. y = (Ci+C2x)ex +(С3+САх + С5х2)е'2х
(г, = г, = 1, г3 =г4 = г5 = -2). 8. у = С, + С2х + (С, + С4х)cos2x +

+(С5 + C6x)sin2x (г, = г2 = 0, г3 = г4 = 2/, г5 = гь = —2/). 9. у =

= С,е21 + С2е-21 +(С3 + С4х+ С5х2) cosx + (C6 + C7x + Cgx2) sinx

(г, =2, r2
= -2, r3=r4=rs= i, rb = r-,=r% = -/). 10. у = C, + C;.v +

+ C3x2 + C4x3 + C,x4 + (C6 +C7x) cosx + (Cg + C9x) sinx (r, = r, = /·, =

= r4 = rs = 0- 'б = ^ ='» r* = r9 = “О·

§ 11.3. Линейные неоднородные уравнения с

постоянными коэффициентами

Дифференциальное уравнение

о„у(п) + а„чу(” !)
+...+ а7у

"

+ а,у' + <з0у = /(х) (М.15)

называется линейным неоднородным уравнением с постоянными ко-
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эффицн-’нтаии а„, а„_х ,.α-, · «ι- °о·

Если /(.г) = 0, то уравнение (11.15) становится однородным:

а„},{п) + ап_{у(" и
+... + а2у" + а,у' + «0у

= 0. (I 1.16)

Общее решение уравнения (11.15) определяется формулой

У = У0+у, (1117)

где у0
— общее решение соответствующего однородного уравнения

(11.16), а у
- частное решение данного неоднородного уравнения

В простейших случаях частное решение может быть найдено с

помощьюметода неопределенных коэффициентов.
Если

f(x) = earPm(x), (11,18)

где Рт(х) - многочлен степени т, то частное решение ищут в виде

у = еа'Мт(х\ (11.19)

где Мт(х) - многочлен той же степени т с неопределенными

коэффициентами,если а не является корнем характеристического

уравнения,соответствующего уравнению (11.16), и в виде

у = хквш Мт(х), (11.20)

если а -

корень указанного уравнения кратности к.

В частности, при а = 0 f(x) = Рт(х) и если а = 0 не является

корнем характеристического уравнения, то существует частное

решениеу = Мт(х), если а = 0-корень характеристического уравнения

кратности А, то у
= х Мт{х).

Если

f(x) = eax [/,(x)cosPx + ^?(x)sinpx], (11.21)

где Р(х) и Q(x) - многочлены, наибольшая степень которых т, то

частное решение ищут в виде

у = еш [ М (х) cosflx + N (χ) ςίηβχ], (11.22)

если α + /β не является корнем характеристического уравнения, и в

виде

у = хкеах [М (x)cos(1v + jV (х) siп(itJ, (11.23)
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где М (х) и N (х) - многочлены степени т, если а + /В - корень

указанногоуравнения кратности к.

Если

/(*) = /,(*) + /2(*) + /з(*). (11.24)

где /, (*), /, (х\ /3 (х) - функции вида (11.18) и (11.21), то

существуетчастное решение

У = У]+У2+У}> (11.25)

определяемое указанными выше правилами.
В общем случае частное решение уравнения (11.15) может быть

найдено с помощью метода вариации произвольных постоянных

(метода Лагранжа). Если

У = С\У\+С2у2 + ... + СпуП

общее решение однородного уравнения (11.16), то общее решение

неоднородногоуравнения (11.15) ищут в виде

у = С](х)у1 + С2(х)у2 + ... + С„(х)у„. (11.26)

Функции Q (х), С2 (х),..., С„ (х) находят из системы уравнений:

С'\У\ + сл + - + Ол=°;

С\У\ + С'2У2 + ... + С'у' = 0;

С[У,("'2) + С'гу(Г2) +... + С'пу(Г2) = 0;

С{у\"~1) + с^у+ ... + C'ylrl) = №.

(11.27)

Пример 1. Решить уравнение у"' + у = е2л(х2 + х +1).
Решение. Это линейное неоднородное уравнение третьего порядка
с постоянными коэффициентами, правая часть которого есть функция
вида (11.18), где а = 2,Р2 (х) = х2 + х+ 1,т. е. т=2.

Найдем сначала общее решение соответствующего однородного

уравнения

у"+у = о.

Так как характеристическое уравнение г3+ 1 = 0 имеет корни

1 Л -Л^Л
2+ 2

’ Гз~
2 2

уравнения определяется формулой

г, = -1, г2 =
-— +—, г3

= ----
—, то общее решение однородного
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Уо = С,е х+е 2
Л Л )

С2 cos х + sin х

В соответствии с формулой (11.19) частное решение исходного

уравнения ищем в виде

у = е2х(Лх2 + Вх + С),

поскольку число а = 2 не является корнем характеристического

уравненияи Р2(х) - многочлен второй степени.

Находим производные функции у:

Л у' = е1г(2Ах + В+2Ах2+2Вх + 2С);

у" = е2г(2А + 8Ах + 4В + 4Ах2 +4Вх + 4С);

у"' = е2х(12А+24Ах + 12В + 8Ах2 +8Вх + 8С).

Подставляя выражения для у и у'" в данное уравнение и

сокращаяна в2х, получим тождество

\2А + 24Ах + \2В + 9Ах1 + 9Вх + 9С * х2 + х +1,

откуда

9/1 = 1, 24А + 9В=1, \2А + \2В + 9С = I

А = ± В = -~, С =
—,

9 27 81

поэтому

- 2,0 2 5 17']
у-е —г х +— .

V9 27 81J
Общее решение данного уравнения имеет вид

Л V3
4

У = Уо+У = ^1е
1
+ е 2 Cicos—x+ C3sin

—

х -

1Х(х2 5х 17)
+ е +— .

9 27 81
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Пример 2. Решить уравнение у'" + у' = х4.
Решение. Правая часть уравнения есть функция вида (11.18), для

которой а = 0, т=4.

Характеристическое уравнение

г3+г = 0 или г(г2 + 1) = 0

имеет корни г, = 0, г2 = /, г,=-/, поэтому общее решение

однородногоуравнения у"' + у' = 0 определяется формулой

= С, + С2 cosjf + С3 sin*.

Так как число а = 0 является простым корнем

характеристическогоуравнения, то частное решение ищем в виде

у = хеах(Ах4 + Вх3 + Сх2 +Dx+ Е)

или

у = Ах5 + Вх4 + Ос3 + Dx2 + Ex.

Находим производные функции у:

у'= 5Ах4 +АВх3 + ЗСх2 +2DX + E-,

у" = 20Ах3 + \2Вх2 +6CX + 2D;

у'" = 60Ах2 + 24Вх + 6С.

Подставляя выражения для у', у"' в данное уравнение, получим

тождество

60Ах2 + 24Вх + 6С+5Ах4 + 4Вхъ + ЗСх2 + 2Dx + Е = х4,

откуда

5/1 = 1, 45 = 0, 60Л + ЗС = 0, 24B + 2D = 0, 6С+Е = 0,

т. е.

А =
~, В- 0, С = - 4, D = 0, £ = 24.

Таким образом

+ 24х
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у = С, + C2 cos* + C3 sin* + - 4*3 + 24*.

При м.е p 3. Проинтегрировать уравнение у'" - 3у" + 3>·' - у = 2ех.

Решение. В данном случае правая часть - функция вида (11.18),
где <х = 1, т=0. Числе а = 1 равно трехкратному корню

характеристическогоуравнения г3 - Зг2 + Зг -1 = 0, поэтому частное решение в

соответствиис формулой (11.20) ищем в виде

у
= ах*ех.

Дифференцируя функцию у, получаем:

У - (а*3 + Зах2) ех; у" = (ах3 + 6ίζχ2 + бах) ех;

у'" = (ах3 + 9аж2 +18ах + 6а) ел.

Подставляя найденные значения у', у", у'" и у, сокращая

результатна ех, получим

6а = 2, а = —.

3

Так как у0 = (С, + С2* + С3*2) ех, то общее решение данного

уравненияопределится формулой

У = (СХ +C2* + C3*2)ex+^*V.
Пример 4. Решить уравнение

ylv -у = еах +е~ах +cosP*.

Решение. Характеристическое уравнение

г4 -1 = 0

имеет корни г, = 1, г2 = -1, r3 = i, г4 = -1, поэтому

у0
= Ctex + С2е~х + С3 cos* + С4 sin*.

В соответствии с формулой (11.25) ищем частное решение:

У=У}+У2+Уз,

где

У = Леш, у2 = Ве~ш, у3 = Csinfir + Dcosjlx
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соответственно частные решения уравнений
IV at IV at IV а

у -у
= е , у1 -у = е , у -у- cosfix.

Находя производные У™,у™>Уз* и подставляя их выражения и

У],У2>Уъ в последние уравнения, получим:

Общее решение исходного уравнения имеет вид

Замечание. В случае, если a = β = 1, общее решение будет.

„ х „ -г ~ „ х
, I -I,

xsinx
у = С,е + С2е + C3sinx + C4 cosx + —(е -е )

4 4

В этом случае частные решения нужно искать в виде:

у, = Axe1; у2 = Вхе~х; у3 = х (Сsinx + Dcosx).

Пример 5. Решить уравнение у'"+у' = tgx.

Решение. Характеристическое уравнение г3 + г = 0 имеет корни

г, =0, г2 = г3 =
- /, поэтому

У\ = 1, Уг = cosx, З'з
= sinx

и общее решение однородного уравнения выразится формулой

у0 = С, + С2 cost + С3 sinx.

Методом вариации произвольных постоянных находим общее
решениеданного неоднородного уравнения, полагая

у
= С] (х) + С2 (х) cosx + С3 (х) sinx.

Система (11.27) для определения функций С,(х), С2(х), С3(х)
запишетсятак:

С{ + С2 cosx + С3 sinx = 0;

-С2 sinx + С3 cosх = 0;

~С2 cosx-C3 sinx = tgx.
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Умножив обе части второго уравнения на sinx, третьего - на cosx

и сложив почленно, получим

С’г - - sinx.

Из второго уравнения имеем

Ci = -

sin2 х

cosx

Сложив почленно первое уравнение с третьим, получим

С[ = tgx.

{^ггегрируя три полученных уравнения, находим:

С, (х) = - In cosx + С,,

С2(х) = cosx + С2;

„ , _
.

, (х „

C,(x) = sinx-lntgl — +— J + C·.,

где С,, С,, С3 -

произвольные постоянные.

Следовательно, общее решение данного неоднородного уравнения

выразится формулой
(
X π\

у = - In cosx - sinx · In tg
— + —J +

+ C7 cosx + C3 sin x + C,,

где C, =C| + 1.

Задачи

Решить линейные неоднородные уравнения с постоянными

коэффициентами:
1. /" 1X+X1 = (х + 1)е2г.

2. /" - Ту' + 6у - л.2_

3. -8/"+ 23/''-28/+ 12у = х.

4. yv -2у" + у = --8е~х +8е* + 12sinx

5. У5) -/' = *·

б. У6) + 3>·,ν+3/' + у = 9sin2x.

7. г-+2/45/ = 4хе~* -68cos2x + x
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8. ν,ν -3у"-4у = х2 +1 + е)х + 4cosx.

С помощью метода вариации произвольных постоянных решить

линейные неоднородные уравнения:

9. у"' - 3у"+у' - Зу = sinх.

10. у"’-2у"-у' + 2у =
2х3 +х2 -4х-6

Ответы

1. y = Clex + C2cosx + C3sinx + e
2х х 4

ГТ5\ 2·^=6
(

2
7

х + — х +

49) , „ г „ 2* . ^ -э* -
Зх + 7

+— \ + С,ех +С\е + С\е
18/

3. у = ^—+(С}+С,х)е2х +С3ех +
л

36
1 3

+ С1<?3т. 4. у
= (Сх+С2х + х2)ех +(С3+САх-х2)е

х

+ 3sinx-3cosx.

5. y = Cl+C2x+—+ C3e~x +С4е 2cos^-x + С^е 2sin^-x. 6. у-
6 2 2

= (Q + С2х + С3х2)cost + (С4 + С5х + С6х2)sinx--jsin2x. 7. y = -(x +

x2 2x
+ 1) e~x + 8cos2x —2sin2xH t-C, +C-,e~z cos2x + C\e~T sin2x.

10 25

8. у = Ce2x + C-,e~2x +C3 cosx + C, sinx- ——1-—+-
-*sinx

^1
4 8 50 5

_ 3t _ . 3cosx-21sinx x
,, „

= C,e + C7 sinx + C, cosxh 1-— (3cosx-sinx). 10. v =
3

200 20

= CIet+C,e'I+C/4-.
x

§ 11.4. Системы линейных уравнений с постоянными

коэффициентами

Системой линейных дифференциальных уравнений первого

порядкас постоянными коэффициентами называется совокупностьдифференциальныхуравнений:

У\ = <*\ ι^ι + + ■ ■ · + а\пУп +f\ (*);

Уг = а2\У\ + (*ггУ2 + ■ ·· + а2пУп +/2 (*);

Уа
= а»\У\ + ап2У2 + ··· + а„у„ + /„ (х):

(11.28)
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где - неизвестные функции независимой переменной х\

ал (/, к = 1,2,..., и) - постоянные величины.

Если при всех рассматриваемых значениях д: все данные функции
//;(х)г=0 (к = 1,2,то система (11.28) называется однородной, в

противном случае
- неоднородной.

Решением системы (11.28) называется система п функций

У\ = У\(*). Уг = Уг (*), ···>„= У„ (*), (11 29)

обращающих равенства (11.28) в тождества.

Задача Коши. Найти такое решение (11.29) системы (11.28).
которое при х = „т0 принимаю бы заданные значения

У\(хо) = ь\> >Ί(χо) = Ь2 Уп(М) = ь„·

Методом исключения (л - 1) неизвестных функций система (11.28)
в некоторых случаях может быть сведена к дифференциальному
уравнениюл-го порядка относительно одной из неизвестных функций.

Замечание. Если независимую переменную обозначить через Л то

система (11.28) примет вид

П

Λ=Σ°*/>’/+Α(0 (* = 1.2,3,....я), (11.30)
/=|

где точкой обозначена производная по t Этот способ обозначения очень часто

применяется в механике.

Пример 1. Решить систему уравнений

dy
_

dz
_

dx dx
^

Решение. Эта система из двух уравнений с постоянными

коэффициентамиотносительно двух неизвестных функций у и г.

Дифференцируяпо х первое уравнение, находим

d2y dz

dx2 dx

Принимая во внимание второе уравнение системы, получаем

/2.. d2yd у

ΊΤ->· dx'

• + v — 0.

Таким образом, данная система сведена к одномудифференциальномууравнению второго порядка с постоянным коэффициентом
относительнонеизвестной функции Решим это уравнение. Так как харак-
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теристическое уравнение г2+ 1 = 0 имеет корни г, = /, г2 = -/, то

общеерешение определится формулой

у = Q cost + С2 sinx.

Отсюда и из первого уравнения системы находим z:

dy
z =— =

- С· sinx + C) cost.

dx
1

Итак, получено обще решение системы:

у
= С, cost + С2 sinT; z = - Cj sinT + C2 cost.

Пример 2. Решить систему уравнений:

dv dz
— = 5y + 4z; — = 4y + 5z.

dx dx

Найти решение, удовлетворяющее условию: у - 2, z = 0 при т = 0.

Решение. Дифференцируя по т первое уравнение и подставляя

выражения для первых производных из данной системы, получим

d~y dy dz
—г

= 5-j- + 4 — = 5 (Sy + 4z) + 4 (4y + 5z),
<&- or dx

d~у
—f = 4lv + 40z.
dx2

Из первого уравнения системы найдем z:

z = —

4 ff-5,ч ат

Подставляя выражение (В) в уравнение (А), находим

d2v ( dy
N

—Y = 41v+10 -j—5y ,

dx' \dx )

(A)

(B)

—^ = 10— -9y или у"-My' + 9y = 0.
dx‘ dx

Решая это линейное однородное уравнение второго порядка с

постояннымикоэффициентами (см. § 15.2), получим

у = С,ех+С2е91. (С)

Функция z выражается формулой (В), для чего находим
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y' = Ctex + 9С2е9х.

Следовательно,

Общее решение системы:

у
= С,е' + С1е>х; ζ = ~С,ех + С2е9х. (D)

Решим задачу Коши, т. е. найдем решение, удовлетворяющееусловиюу
= 2,ζ = 0 при х = 0. Подставляя эти значения в систему (D),

получим'

Решение. Это система вида (11.30), точкой здесь обозначена

производнаяпо независимой переменной л Как и в предыдущих примерах,
это система двух уравнений относительно двух неизвестных функций х

и у, но эта система является неоднородной (/,(/) = 2с1', /2(/) = 5е ').

Покажем, что систему можно привести к неоднородному линейному

уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами.Дифференцируяпо / первое уравнение и подставляя выражения для х,у из

уравнений системы, находим

0 = -С,+С„

откуда С] = 1, С2 = 1. Итак, получено частное решение

у = ех+е9х, 2 = -ех+е9х.

Пример 3. Решить систему уравнений

х = 5х -Зу + 2е3';

у = х + у + 5е~‘.

х = 5х-Зу + 6е31

= 5(5х-Зу + 2е31 )-3(х + у + 5е ') + 6е3',

х-22х+ 18у = 16е3г - 15е (Л)

363



Найдем у из первого уравнения системы:

у
= ^(5х-х + 2е31). (В)

Подставляя выражение для у в уравнение (А), получим

х-22х + 6(5х-х + 2е3') = 16е3' -15е“\

х-6х + 8х = 4е3' -15е~‘. (С)

Решая это линейное неоднородное уравнение второго порядка с

постоянными коэффициентами, находим

х = С,е2' + С2е4' - 4е3' -е~‘. (D)

Так как

х = 2С,е2' +4С2е41 -12е3‘ + е_',

то из уравнения (В) получаем

У = \ [5 (С,с2' + С2е4' - 4е3‘ - е" ) -

-(2С.е2' +4Сге41 - 12eJ' +e") + 2eJ'],

у = С1е2' +^С2е4' -2e3‘-2e~l. (Е)

Общее решение определяется формулами (D) и (Е).
Замечание. Частное решение уравнения (С) необходимо было искать

в виде

X = Х| + х2,

где X,
- частное решение уравнения х -6х + 8х = 4е3', х2

- частное

решениеуравнения х - 6х + 8х = -15е~', причем Х|
= Ае3*, х2 = Ве~‘.

Пример 4. Решить систему уравнений:

χ = у; у = z, z — х.

Решение. Дифференцируя по t первое уравнение и принимая во

внимание второе, находим

х = у, X — Z.

Дифференцируя последнее уравнение и принимая во внимание

третье уравнение системы, получим
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X = Ζ, X — X.

Решим это линейное однородное уравнение третьего порядка с

постояннымикоэффициентами. Имеем

)

х = Ctel + е 2

Так как у
= х, то

л/3
С, cos--- / + С-. sin-~ t i.2

2 2

>> = С,е* + e 2 C3V3-C2 7з
— cos—r-

2 2

(A)

с,л/з+с . VJ '

—= sin — /
2 2

(B)

Поскольку Z = J>, TO

„ I . “7 (-С3л/з -C2 л/з
.

z = C,e + e -4 - — cos 1 +

2 2

с2Л-с3h—2 1

2

\

/

Общее решение системы определяется формулами (А) - (С).
Пример 5. Решить систему:

x = x + z-y,

y = x + y-z;
■

z-2x-y.

(С)

Решение. Дифференцируя по t первое уравнение и принимая во

внимание все уравнения системы, находим

x = x +z-y = (x + z-y) + (2х -y)-(x + y~z),

x = 2x + 2z-3y.

Дифференцируя еще раз, получаем

x = 2x + 2z-3y = 2(x + z-y) + 2(2x-y)-3(x + y-z),

х = 3х +5ζ- 7у.
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Таким образом, для определения х, у, ζ через х,х, х имеем три

уравнения:

x = x + z-y;

х = 2х + 2ζ- 3у;

х = Зх + 5ζ- Ту.

Решая эту систему относительно х, у, ζ, получим

где

Δ =

Δ>' =

V -
Ах Ьу А*.

Л

Δ’У~ А’ Δ
у

1 1 -1 X 1 -1

2 2 -3 = 2; Ах = X 2 -3

3 5 -7 X 5 -7

1 1 X 1 X -1

2 2 X = 4х-2х; Аг = 2 X -3

3 5 X 3 X -7

= х + 2х - х:

= 5х-4х + х.

Следовательно,

х
-

х + ^х—* ндн х_ 2'х - х + 2х = 0;

4х-2х
у = или у-2х-х;

(A)

(B)

5х-4х+ х 1 ...

л ч

ζ = или г = —(5х-4х + х). (С)

Уравнение (А) является линейным однородным уравнением

третьего порядка с постоянными коэффициентами. Решая его, находим

х = С,е‘ + С2е~' + Сге2'. (D)

Из уравнений (В) и (С) с учетом формулы (D) получаем
соответственно:

У-С^е1 — ЗС2е~'; (Е)

z = C,e' -5С2е~‘ +С3е2'. (F)

Итак, общее решение системы определяется формулами (D) - (F).
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Задачи

Решить линейные однородные системы с постоянными

коэффициентами:

1.

dy_
dx
fife

dx

-2у,
2.

dx

*=У’

f = 2y-
dt

x = iy-x\ I x = x + y; 1

У-x + y. I
'

у = 3y-2x. J
Решить линейные неоднородные системы с постоянными

коэффициентами:
,

х = 3х-4у + е 2; „
х = 2х-3у;

'*
-2i Г о.

у-х-2у-3е . J у- x-2y + 2sint.

Решить линейные однородные системы с постоянными

коэффициентами:
х- Зх -у + г;

7. y
= x + y + z;

z - 4x-y + z.

х = 4у - 2z - Зх;

8. y = z + x;

ζ = 6х - by + 52.

Ответы

1. у = С,е“2'; z = C2e*. 2. ^ = C,e2'; * =e2'+ C2.

3. х = 2С1е3'-4С2£Г3'; у = Cte3'+C2e~3'. 4. x = e2,(Ct cost + C2 sinf);

>=e2'[(C, +C2)cosf + (C2 -C,)sinr]. 5. х = С,е~' +4C2e2' +3e"2';

y-Cie~l+C2e2l+4e~2t. 6. дс = ЗС,е* +Сге~' + 3sinr; y = Cle‘+C2e~l-
-cosf + 2sinr. 7. x = Clet +C2e2t +С3е51; у = Cte' -2C2e21 + C3e5<; z =

= -C,e' - 3C2e2' + 3C,e5f. 8. jt = C,e' + C3<T'; у = C,e' + C2e2';
z - 2C2e2‘ - C3e~'.
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Раздел VI.

Численные методы

Гпава 12.

Приближенное решение уравнений

§ 12.1. Отделение корней уравнений

Корнем уравнения

/(*) = О (12.Ι)

называется такое значение .ν = ξ аргумента, при котором это

уравнениеобращается в тождество: /(ξ) = 0. Корень уравнения (12.1)

геометрическипредставляет собой абсциссу точки пересечения, точки

касания или другой общей точки графика функции у = f{x) и оси Ох

(рис. 12.1).

Отделить корень уравнения
- значит найти такой конечный

промежуток,внутри которого имеется единственный корень данного

уравнения.Отделение корней можно осуществить аналитическим или

графическимспособом.

Для отделения корней уравнения (12.1) применяют следующий

критерий: если на отрезке [л, Ь] функция /(*) непрерывна и

монотонна,а ее значения на концах отрезка имеют разные знаки, то этот

отрезок содержит один и только один корень уравнения /(л) = 0.

Достаточнымпризнаком монотонности функции /(*) на отрезке является

сохранение знака ее производной (если f'(x)> 0, то функция

возрастает;если /'(*)< 0. функция убывает).
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Отделение корней уравнения (12.1) можно выполнить графически,
построив график функции /(дг), по которому можно сулить о том, в

каких промежутках находятся точки пересечения его с осью Ох. В

некоторыхслучаях целесообразно представить уравнение (12.1) в

эквивалентномвиде:

/■(*) = /2(*) (12.2)

с таким расчетом, чтобы графики функций у, = /(х) и у2 = f2 (г)

строились проще, чем график / (х). Корень уравнения (12.2)

представляетсобой абсциссу точки пересечения графиков у,
= /,(х),

у2 ^_/*2 (х). Таким способом можно, например, отделить корни

уравненияху + px + q
= 0; это будут абсциссы ’-очек пересечения прямой

*

y--px-q и линии у
= х .

Пример 1. Отделить корни уравнения дг + 2х - I = 0.

Решение. В данном случае

/(х) =
г

’

+2х- I, /'(х) = Зх: +2.

Поскольку /'(х)> 0 при всех х, то

функция /(х) возрастает в

промежутке(— со^ ОО ). Корень считается

отделенным, если указан конечный

промежуток (а, Ь), на котором он

находится. Методом проб находим

отрезок [а,Ь], для которого

f(a) /(£>)< 0 (т. е. на концах

отрезкафункция /(х) принимает
значенияразных знаков). Для этого вычислим значения функции при

некоторыхзначениях аргумента:

/(— I) = (— I)3 + 2(—1)-1 = -4<0, /(0) = -1 <0, /(1) = 1 + 2-1 = 2>0.

Так как /(-1)/(0)>0. то на отрезке [-1,0] корня нет; поскольку

/(0)/(!)< 0, то корень находится на отрезке [0,1].
Замечание I. Можно указать отрезок меньшей длины, которому

принадлежит корень. Взяв середину отрезка [0,1]. з. е положив х = 0,5,

получим/(0,5) = (0.5)3 +2 0,5- 1 >0. Гак как / (0) /(0,5) < 0, то корень

находится на отрезке [0; 0,5]. ')тот процесс можно продолжать

Рис. 12.2

369



Замечание2. Корень данного уравнения можно отделить и

графически.Придадим уравнению вид х' = -2х + 1, т. е. вид (12 2), и построим

графикифункций у = хУ, у = -2х + \ (рис. 12.2) Эти графики пересекаются в

точке Л/, абсцисса которой принадлежит интервалу (О, I).

Пример 2. Графически отделить корни уравнения х In х -1 = 0.

Решение. Данное уравнение

представим в виде 1пх = — (х*0)
х

и рассмотрим графики двух

функций:.у = 1пх, у-— (рис. 12.3).
х

Графики этих функций
пересекаютсяв единственной точке М,абсциссакоторой принадлежит интервалу
(1,2). Следовательно,

единственныйкорень уравнения находится в

интервале (1,2).

Задачи

Отделите корни уравнений:

1. х3 +3х - 1 = 0. 2. х3 -5х +1 = 0.

3. хех - 1 = 0. 4. х3 + х- 3 = 0.

5. х3 + 4х + 3 = 0. б. х3 - 2х + 7 = 0.

7. х3 - Зх +1 = 0. 8. х3 -7х + 4 = 0.

9. х3 - Зх2 + 1 = 0. 10. х3 + 4х2 - 6 = 0.

11. х4+х-1 = 0. 12. х4 - 4х2 + 1 = 0.

13. <?* + х - 3 = 0. 14. + х2 - 2 = 0.

15. (х-1)2 - sin2x = 0.

Ответы

1. (0,1). 2. (-3,-2), (0,1), (2,3). 3. (0,1). 4. (1,2). 5. (-1,0).
6. (-3,-2). 7. (-2,-1), (0,1), (1,2). 8. (-3,-2), (0,1), (2,3).
9. (-1,0), (0,1), (2,3). 10. (-4,-3), (-2,-1), (1,2). 11. (0,1),

(-2,-1). 12. (-2,-1), (-1,0), (0,1), (1,2). 13. (-3,-2), (-2,-1).
14. (-2,-1), (0,1). 15. (0,1), (1,2).
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§12.2. Метод касательных

Метод касательных (или метод Ньютона) состоит в следующем.

Пусть на отрезке [а, Ь] находится единственный корень ξ уравнения

(12.1). Проведем касательную к кривой у-/(х) в точке A (a,/(a))

Рис. 12.4

до пересечения с осью Ох

(рис. 12.4): ее уравнение
имеет вид

y-f(a) = f'(a)(x-a).
Полагаяв этом уравнении

у = 0, находим абсциссу х,

точки пересечениякасательнойс осью Ох:

a-f(a)
х, = в предполо-

/'(«)
женин, что f'(a)*0.

Абсциссух, точки пересечения

касательной с осью Ох можно взять в качестве х,
-

первогоприближениякорня. Проведя касательную через соответствующую точку

Л| (х,, /(х,)) и найдя точку ее пересечения с осью Ох, получим х2 -

второе приближение корня. Аналогично определяются последующие

приближения. В методе касательных л-ое приближение вычисляется по

формуле

(«=1.2,3,..,), (12.3)

причем за начальное приближение принимается такое значение х0 из

отрезка [а, Ь], для которого выполняется условие Фурье

/(*о )/"(*)> 0 (12.4)

Если функция /(х) имеет отличную от нуля производную f'(x)
на отрезке [а,Ь\, то оценка абсолютной погрешности вычислений

определяетсяформулой

Ιξ-xJS^^. (12.5)
μ

где μ= min |/'(*)|·
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Пример 1. Методом касательных найти действительный корень

уравнения х3 + х - 3 = 0.

Решение. Записав данное уравнение в виде х3 = - х + 3 и построив

графики функций /,(х) = х3,/2(х) = -х + 3, найдем, что единственный

корень уравнения принадлежит отрезку [1,2]. Укажем отрезок

меньшейдлины, на котором находится корень. Так как /(х) = х3 + х - 3,

/(1,2) = (U)3 + 1,2 - 3 = -0,072 < 0, /(1,3) = (1,3)3 + 1,3 - 3 = 0,497 > 0,

то корень лежит на отрезке [1,2; 1,3]. Серединой этого отрезка является

точка х = 1,25. Поскольку /(1,25) = (1,25)3 + 1,25-3 = 0,203125> 0 и

/(1,2) < 0, то искомый корень принадлежит отрезку [1,20; 1,25]. Данная

функция /(х) = х3 + х-3 имеет производные /'(х) = Ъх2 +1,

f"(x) - 6х, принимающие положительные значения на отрезке

[1,20; 1,25]. В качестве начального приближения возьмем х0 = 1,25, так

как для этой точки выполняется условие (12.4).
Результаты вычислений, выполненных по формуле (12.3)
записываемв таблице 12.1, из которой видно, что искомый корень
* = 1,21341.

Таблица 12.1

η хп *п3
/(*,)-

= х] + хя
- 3

/'<*„) =

= э^1 + 1

/К)

/'(*„)
г..| =·■*.

-

/(*.)

/'(*„)

0 1,25 1,953125 0,203125 5,6875 0,035714 1,214286

1 1,214286 1,790452 0,004738 5,42347 0,000874 1,213412

2 1,213412 1,786590 0,000002 5,417107 0,0000004 1,213412

Пример 2. Вычислить приближенно по методу касательных с

точностьюдо пяти десятичных знаков после запятой больший

отрицательныйкорень уравнения х3 - 12х - 8 = 0.

Решение. Графически отделяя корни данного уравнения,

заключаем,что уравнение имеет три действительных корня; больший

отрицательныйкорень принадлежит отрезку [-1,0]. Укажем отрезок

меньшейдлины, на котором находится корень; это отрезок [-0,7;-0,65].
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Поскольку /"(х) = 6х,/” -0,65) < О,

/(-0,65) < 0, /(-0,65)/"(-0,65) > 0, т е. выполнено условие (12.4),

то в качестве нулевого приближения берем jc0 =
— 0,65. По формуле

(12.3) вычисляем последовательные приближения, записываем их в

таблице 12.2, из которой видно, что искомый корень х = -0,694593.

Таблица 12.2

п /(О
1 /('.)

/'(», )
Х**1

0 -0,65 - 0,474625 -0,093175 - 0,044223 - 0,694223

1 - 0,694223 - 0,003902 - 0,094759 - 0,000370 - 0,694593

2 - 0,694593 - 0,000003 -0,095711 - 0,0000003 - 0,694593

Задачи
Методом касательных найдите действительные корни уравнений:

1. х3 + х- 1 = 0. 2. х3 - х+ 1 = 0.

3. х3 + х-3 = 0. 4. х3 - х + 3 = 0.

5. х3 +х + 1 = 0. 6. х3 + 2х-4 = 0.

7. х3 -3х+3 = 0. 8. х3 + 8х-6 = 0.

9. х4 + х + 1 = 0. 10. х4 + 5х - 3 = 0.

11. х5 + 4х-2 = 0. 12. х5 -6х + 4 = 0.

Ответы

1. 0,682328. 2.-1,324718. 3. 1.213412. 4.-1,671699

6.1,179509. 7.-2,103803. 8.0,706011. 9.0,724492. 10.-1,875719; 0,577721.

11.0,492738. 12.-1,700040; 0,693378; 1,310235

§ 12.3. Метод итераций

Если каким-либо способом получено приближенное значение х0

корня уравнения (12.1), то уточнение корня можно осуществить
методомпоследовательных приближений или методом итераций. Для этого

уравнение (12.1) представляют в виде

χ = φ(χ), (12.6)

что всегда можно сделать, и притом многими способами, например,

х = х + с/(х), (12.7)

где с -

произвольная постоянная.
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Пусть число х\ есть результат подстановки х0 в правую часть

уравнения (12.6): jc, = φ(jc0); далее, χ2=φ(χ,), х3 = φ (х2),...,

*„=φ (12.8)

Процесс последовательного вычисления чисел х„ (п= 1,2,3,...)

по формуле (12.8) называется методом последовательных

приближенийили методом итераций.

Итерационный процесс сходится ( lim хп = ξ), если на отрезке
П —> 00

[а, Ь], содержащем корень ξ и его последовательные приближения,
выполнено условие

max I φ'(х) I < «у < 1. (12.9)
л<КА ' ’

Замечание. В качестве х0 можно взять произвольное значение из

интервала, содержащего корень; такой интервал можно сделать достаточно

малым.

Пример 1 . Методом итераций найти меньший положительный

корень уравнения х3 - 5х +1 = 0.

Решение. Графически отделяя корни данного уравнения,

заключаем,что уравнение имеет три действительных корня, лежащих в

отрезках[—3; —2], [0; 1], [2;3]. Найдем меньший положительный корень,

принадлежащий отрезку [0; 1]. Укажем отрезок меньшей длины, на

котором находится корень. Поскольку /(х) = х3 -5х +1, /(0) = 1 > 0,

/
( I

U

15 II
= +1 = <0, то корень принадлежит отрезку [0; 0,5].

8 2 8

Данное уравнение приведем к виду (12.6):

(*3 + 1)

5
или х = φ (х),

. (х3 + 1) _ . Зх2 I Ч| 3
,

где φ (х) = . Так как φ (х) = , max φ (х) = — < 1, то ус-
5

Ύ
5 o^o.5|V 1

20

ловие (12.9) выполнено; процесс итераций будет сходиться. Взяв в

качественачального приближения середину отрезка, т. е. приняв

х0 = 0,25, вычисление последующих приближений проведем по

формуле
r .(fill)
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Результаты этих вычислений представлены в таблице 12.3, из которой
видно, что искомый корень х = 0,20164.

Таблица 12.3

η χη *я3 χ1+1 V, r

= U>l)/5

0 0,25 0,01563 1.01563 0.20313

1 0,20313 0,00838 1,00838 0,20168

2 0,20168 0,00821 1,00821 0,20164

3 П 0.20164 0,00820 1,00820 0,20164

Замечание. При нахождении двух других корней исходного

уравненияметодом последовательных приближений уже нельзя пользоваться форму¬

лой х -

,
так как

max I φ'(χ) I = max

2<|.r|<3

т е. условие (12.9) не выполняется. В этом случае данное уравнение

следует представить в другом виде, например, лг = V5х — 1; для

функцииcp(x) = V5x-l условие (12.9) на отрезках [—3; —2], [2;3] будет

выполняться.

Пример 2. Метолом итераций найти отрицательный корень
уравнениях4 + х - 3 = 0.

Решение. Данное уравнение имеет два действительных корня;

отрицательныйкорень находится на отрезке (-1,5;-1,4], так как для его

концов выполняется условие /(-1.5)/(-1,4) < 0.

Уравнение запишем в виде (12.7):

х = х + с(х4 + х-3).

где с -

произвольная постоянная. Выберем значение с гак, чтобы для

функции <р(х) = х + с(х4 +х-3) на отрезке [-1,5;-!,4] выполнялось

условие (12.9). В качестве такого значения можно взять с= 0,1, тогда

φ (х) = х + 0,1 (х4 + х - 3); φ (х) = 0,1х4 + 1,1х - 0,3;

<р'(х) = 0,4х3 +1,1; max I φ'(χ) I = 0,25 < 1,
-l.5<Lr<-U' '
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т. е. выполнено условие (12.9) для функции <р(х) на отрезке

[-1,5;-1,4].

Взяв х0 = -1,45, вычисления последующих приближений
осуществимпо формуле

хп+\ = 0,1х4 + 1,1х„ -0,3

и представим результаты в таблице 12.4, из которой видно, что

х = -1,45262 -

корень данного уравнения.

Таблица 12А

η *2 хА 0.1*4 и*,,
+

+ 1,1*„ - 0,3

0 - 1.45 2,1025 4,42051 . 0,44205 - 1,595 - 1,45295

1 - 1,45295 2,11106 4,45657 0,44566 - 1,59825 - 1,45259

2 - 1,45259 2,11002 4,45218 0,44522 - 1,59785 - 1,45263

3 - 1,45263 2,11013 4,45265 0,44527 - 1,59789 - 1,45262

4 - 1,45262 2,11011 4,45256 0,44526 - 1,59788 - 1,45262

Пример 3 . Методом итераций найти действительные корни

уравнениядг5 + х-3 = 0.

Решение. Графически отделяя корни данного уравнения,

заключаем,что уравнение имеет единственный действительный корень,
принадлежащийотрезку [1,2]. Для решения этого уравнения методом

итераций не имеет смысла представлять его в виде х = 3-х5, так как

функция <р(х) = 3-х5 имеет производную φ'(*) = -5χ4, для которой

|φ'(*)|= -s** >1 на отрезке [1,2], т. е. не выполняется условие

(12.9). Если же представить данное уравнение в виде

х = у/3-х (<p(x) = V3-x), то φ'(*) = и |φ'(χ)|<-<1
5\КЗ-х)а 5

при 1 < х £ 2. Поскольку в этом случае условие (12.9) выполнено,

процесситераций будет сходиться.

Вычисления проведем с помощью натуральных логарифмов. Лога¬

рифмируя уравнение х = Уз-х, получаем ln,v = -^ In (3 — лг). Принимая

1 I
|п2

х0 = 1, находим In а,
=

0,6931

5
= 0,1386, откуда х, =1,1487.
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Последующие

lnx„ =
In (3-χ^ι)

приближения находим по

и записываем результаты в таблице 12.5.

формуле

Таблица 12.5

η хп-\ 3 Хн~] In (3-х„_,) In х„

—

1 1,1487 1,8513 0,6159 0,1232 1,3111

2 1,1311 1,8689 0,6253 0,1251 1,1332

3 1,1332 1,8668 0,6242 0,1248 1,1329

4 1\ 1329 1,8671 0,6244 0,1249 1,1330

5 1,1330 1,8670 0,6243 0,1249 1,1330

Задачи

Методом итераций найдите действительные корни уравнений:

1. х3 +Зх + 2 = 0. 2. х3 + 6х-5 = 0.

3. х3 + Зх - 1 = 0. 4. х3 - 6х + 7 = 0.

5. х 1 X
ы
1

II о 6. х3 +4х2 -1 = 0.

7. х4 +2х - 1 = 0. 8. х4 - 6х + 3 = 0.

9. х5 -5х + 5 = 0. 10. х6 - х- 1 = 0.

11. ОII(N1ц1
г

12. х + 1пх-2 = 0.

Ответы

1.-0.5961. 2.0,760133. 3.0,322185. 4.-2,90057 5.3,103803 6.-0,53740;

-3,93543; 0,47283. 7. -1,39534; 0,47463. 8. 0,51140. 9. - 1,680494. 10. - 0,77809,

1,13472. 11.0,4464. 12. 1,55701
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Гпава 13.

Приближенное вычисление определенных

интегралов

§ 13.1. Формулы прямоугольников

Формулы прямоугольников имеют вид

^ л—1

\f{x)dx^h^yk =hty0+yl+y2+... + y„_i), (13.1)
a к=О

* п

\f{x)dx-h^yk =h(y{ +у2+... + у„), (13.2)
О А = 1

где

h=^h a\ ук =f(xk), Хк =a + kh (* = 0,1,2,..., л). (13.3)
η

Формула (13.1) называется формулой левых прямоугольников

(рис. 13.1а), формула (13.2)-формулой правых прямоугольников

(рис. 13.16).

Абсолютная погрешность метода прямоугольников определяется

неравенством

где М = max I /'(*)!·
aixib

1

W)\Z
(Ь-αΥΜ

2η
03.4)
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Пример 1. По формулам прямоугольников, приняв п= Ю. вычис¬

лить j = }-^.ί l + xJ

l-0 1
Решение. Здесь h = = 0,1, f(x) = г

10 [ + xi
Составим таблицу

соответствующих значений аргумента и функции, необходимых для

приближенного вычисления данного интеграла (таблица 13.1).

Таблица 13.1

к хк
λ

*к 1+**
у, = /1 1 =

1+'.'

0 0 0 1 1

1 0,1 0,001 1,001 0,99900

2 0,2 0,008 1,008 0,99206

3 0,3 0,027 1,027 0,97371

4 0,4 0,064 1,064 0,93985

5 0,5 0,125 1.125 0,88889

6 0,6 0,216 1,216 0,82237

7 0,7 0,343 1,343 0,74460

8 0,8 0,512 1.512 0,66138

9 0,9 0,729 1.729 0,57837

10 1 1 2 0.5

9

Хл·,-7,60071

9 10

Так как ^ук = 8,60023, ^ук =8,10023, то по формулам (13.1) и

*=о *=|

(13.2) соответственно получим: /, = 0,1 ■ 8,60023 = 0,86002,

J„ =0,1-8,10023 = 0,81002.

Пример 2. На сколько частей следует разбить промежуток интег-

7

f dx
рирования. чтобы с точностью до 0,1 вычислить г- -■?

\ ЫХ + 2
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Решение. Абсолютная погрешность при вычислении

определенногоинтеграла по методу прямоугольников определяется неравенством

(13.4). В задаче ставится условие | R„(J)\< ε, где ε = 0,1. Соотношение

|Λ„(/)|<ε будет выполнено, если ——^ < ε, откуда

п>
(Ь-αγΜ

2ε
(А)

В данном случае а = 2, Ь = 7, ε = 0,1. Так как /(jr) = -=L=,
vx + 2

/'(*) = 7

1
Л/= max |/'W| =

T7, то

2V(* + 2)3 2SIS7 16

(7-2)2 ~
п>

2 0,1

*£ = 7,8.

Поскольку и - число целое, нужно взять п = 8. (Для удобства
вычисленийможно принять п= 10).

Задачи
По формулам прямоугольников, приняв и = 10, вычислить

определенныеинтегралы:
π

1
*

6
m

2. sin 3jc dx.
J i + 2
1

J
0

10 1

I \x2 + 2 dx. 4.
1* COSJC

,

dx.
J J 1 + jc
0 0

0,9 1
f

2

J sinx dx.

0

6. f dx

JoV*3-H

На сколько частей следует разбить промежуток интегрирования,
чтобы по формулам прямоугольников с точностью до 0,1 вычислить

интегралы:

2 1

7. ίίητώ:. 8. f-——.
J J x + \
1 о
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9. J cos4x dx. 10.l J sin dx.

Ответы

1. J, = 1,603; Jn = 1,348. 2. Jn =0,303; Jn =0,314. 3. ./„ =48,891.
4. Jn =0,565; Ja =0,640. 5. J„ =0,266. 6. Jn= 0,444. 7.5. 8.5 9.3

§ 13.2. Формула трапеций

Формула трапеций имеет вид

а

}/(*)<& =
Уо_± Уп

2
+» +У2 + ■■■+Уп-1 +

2

где

h = хк =a+ kh, у* = /(**) (А = 0,1,2,...,и)
п

(13.5)

(13.6)

Правая часть формулы (13.5) выражает площадь фигуры,
состоящейиз трапеций, высота каждой из которых равна А (рис. 13.2). Если

R„ - остаточный член приближенной формулы (13.5), то

СЬ-а)ъ М
12п1

(13.7)

где М= max |/"(х)|.

Пример 1. По формуле тра-
5

Г ώ
пеций вычислить I = ■— при

{Jx + 4

/7=5.

Решение. С помощью формул
(13.6) находим А, хк,ук: А=1,

Хк А, У* -

I
-

yjxk +4

(А = 0,1,2,3,4,5): х0 = 0, х, = 1,

х2 =2, *·, = 3, х4 =4, х5 = 5;

1 1

y0=-j=
=
~, у, = = 0,447, у2 = 0,409, у, = 0,377, у4 = 0,353,
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1

По формуле (13.5) получаем

5

- 1 (0,250 + 0,447 + 0,409 + 0,377 + 0,353 + 0,166) = 2,002.

Замечание. Полученное приближенное значение интеграла мало

отличаетсяот результата, найденного с помощью формулы Ньютона-Лейбница:

\ dx \ - 1

\-г== j(* + 4)~2^(х + 4) = 2 (х + 4)2 |о = 2.
JV*+ 4 J0

!
ах

х +

Пример 2. По формуле трапеций с точностью до 0,01 вычислить

К.
J х — 1
2

Решение. Для определения числа и отрезков, на которые нужно

разбить промежуток интегрирования, воспользуемся неравенством

(13.7). Неравенство I /?J^ ε будет выполнено, если ———<ε,11 1 О^12м

откуда

n*j(Ь-αγ
М

12ε

Так как ε = 0,01,

т=—л, /4*)=-—^, /"м=—Ц-х-\ (χ-1)2 (дс-1)3

М = max \f"(x)\
айхИ

'

2
max -

2SXS3 (χ-1)3
= 2, то

(3-2)3 -2 j 12 100

12 0,01 12
<Лб=4.

Поскольку и-число целое, то можно взять м = 5. Определив м,

найдем А = 0,2, jc* =2 + 0,2Л (А = 0,1,2,3,4,5): х0 =2, х, = 2,2,

х2 = 2,4, х3 = 2,6, дг4 = 2,8, х5 =3; ук = —Ц-: _у0 = 1, у», = 0,833,
хк 1
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й* 0,714, у3 =0,625, у4 = 0,556, >,=0,500.
По формуле (13.5) получаем

з
.

J—|· = Λ у+у, +>2 +Уз+^4 +yJ = 0,2(0,5+0,833 + 0,714 +

+0,625 + 0,556 + 0,250) = 0,2 3,478 = 0,6956.

Замечание. Полученный результат удовлетворяет условиям задачи.

Действительно,

J= In (х - 1) | \ = 0,6931; | Лл | = 10,6931 - 0,69561 = 0,0025 < 0,01.

Задачи
По формуле трапеций, приняв η =10, вычислите определенные

интегралы при указанных значениях параметра р\
1

1. ; 1)0 = 1; 2) р = 2; 3) р=3; 4) р = 4, 5) р = 5)
J х + р
о

6) /7 = 6; 7) р = 7; 8) р = 8; 9) р = 9; 10) р = 10.

1

2. ί-^-; 1)σ=1;
V+P*

2) Р=;1, 3) р = 3; 4) р = 4; 5) р = 5;

6) р = 6; 7) р- 7; 8) р = 8; 9) р = 9; 10) р= 10.

По формуле трапеций с точностью до 0,01 вычислите определен-

ные интегралы:

Г &
3. | .

J х + 2
0

4. )*.J X
1

1.2 3

5. f ех dx. 6. Jin2х dx.

0 1

Ответы

1. 1)0,69314; 2)0,40555; 3)0,28769; 4)0,22315; 5)0,18232, 6)0,15415,

7)0,13353; 8)0,11778; 9)0,10536; 10)0,09531 2. 1)0,69314; 2)0,56078;

3)0,46442; 4)0,40551; 5)0.36231, 6)0,32906; 7)0,30257; 8)0,28089;

9) 0,26280; 10) 0,24744 3. 0,916. 4. 0,693 5. 2,320. 6. 2,682.
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§ 13.3. Формула парабол

Формула парабол (пли формула Симпсона) имеет вид

f А

J /(x)iir- —[у0+4(у, + Уз + -.. + у2л_1) + 2(у2 + У4 + +.ν2ι.)]' (13.8)

где

h = ^-. хк =a + kh. ук = f(xk) (А =0,1,2...., и). (13.9)
2п

Правая часть формулы (13.8) выражает площадь фигуры,
составленнойиз параболических трапеций .г0Л/0Л/2.т2> хч Λ/2 Л/4.г4 и т. д.

(рис. 13.3). Дуга Л70Л/, М2 графика функции f(x) заменена дугой

параболы, проходящей через точки Л/0, A/)( Л/2. Аналогичная замена

произведена и для остатьных дуг.

Оценка остаточного члена формулы (13.8) определяется
неравенством

(b-αγ М
180 (2«)4

’ (13 10)

где М = max |/ιν(.ν) .

a^x^h
'

Пример 1. По формуле парабол вычислить

2п= Ю.

I

г:
о

dx, приняв
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_

„ „ fsinx ,

Решение. Соответствующий неопределенный интеграл ах
J х

является «неберущимся интегралом». Так как первообразная
подынтегральнойфункции в данном случае не выражается в элементарных

функциях, то формулу Ньютона-Лейбница здесь применить нельзя.

Данный интеграл можно вычислить только приближенно
Составим таблицу соответствующих значений функции:

ук = /(xt)=
Sm

--(к = 1,2,...,10) (см. табл. 13.2).

Таблица 13.2

к
, *к sinx* ук (к - нечетное) ук (к - четное)

1 0,1 0,09985 0,99850

2 0,2 0,19867 0,99335

3 о,з 0,29552 0,98507

4 0,4 0,38942 0,97355

5 0,5 0,47943 0,95886

6 0,6 0,56464 0,94107

7 0,7 0,64422 0,92031

8 0,8 0,71736 0,89670

9 0,9 0,78333 0,87037

10 1 0,84147

I 4,73311 3,80467

Поскольку Λ = 0,1, 4 (у, +>>3 + ys +γη +>-9) = 4-4,73311= 18,93244,

2 Cv2 +У4 +Уь +л) = 2-3,80467 = 7,60934, у0 + у,0
= 1 + 0,84147 =

I
.

= 1,84147, то по формуле (13.8) получаем dx ~
— [у0 + >’.0 +

J .т 3
о

+ 4 (у, +Уз +у5 +у7 +У<>) + 2(Уг +>'4 +У6 +л)] = ·^ (1,84147+ 18,93244 +

+7,60934) = 0,94611.

Пример 2. По формуле парабол с точностью до 0,0001 вычислить

ί—
{ 1 + х2

13 Зак 1817 385



Решение. Воспользуемся формулой (13.10). Неравенство | /?„ р ε

будет выполнено, когда

Сb-άγ-Μ < ε, т. е. при 2п £
180· (2п)

Найдем значение М
—

шах Ι/Ιν(χ)|. Так как

a<xSJ>' I

2х

'У 180 ε

М

rw-_2^,rix)=.«№·1-««*»+.·>
0+* ) d+*J)s

то M = max |/ιν(χ) =24 (Максимум модуля четвертой производной
ΓΚχ<) I

найден с помощью fv(x) = -240x

b = 1, Μ = 24, ε = 0,0001, то

Зх4 - 10χ2 +3
„

г—2—)■ Поскольку fl = 0,
(1 + х2)6

1(1-0) · 24
2π>4|ϋ-^ =6,07.

у 180 0,0001

Так как 2п - число целое и четное, то можно взять 2п = 8.

Замечая,что И = -—- = -—— = 0,125, у0 = Уя = 0,5, составляем таблиц
2п 8

значений ук
=——- (Таблица 13.3).

1 ■*" Хк

По формуле (13.8) получаем

f=-^[уо + 4 (у, + уз + у5 + у7) + 2 (у2 + у4 + у6) + у8 ] =
{ 1 + х* 3

= — (1 + 4 · 3,14672 + 2 · 2,38118 + 0,5) = 0,785395.
24

Замечание 1. Полученное значение данного интеграла лишь шестым

десятичным знаком отличается от значения, найденного по формуле Ньютона-

Лейбница:
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I

JT-^.gr
о

Замечание 2 . В оценке погрешности фигурирует значение

максимумамодуля четвертой производной от подынтегральной функции Отыскать это

значение иногда оказывается затруднительным. Весьма удобный способ

оценкиточности результата
- контрольный просчет по той же формуле, но с

удвоеннымшагом (с уменьшенным в два раза числом отрезков разбиения).

Таблица 13.3

k ** 1+** yt (к - нечетное) >>4 (* - четное)

1 A 0,125 1,01563 0,98461

2 0,250 1,06250 0,94118

3 0,375 1,14063 0,87670

4 0,500 1,25000 0,80000

5 0,625 1,39063 0,71910

6 0,750 1,56250 0,64000

7 0,875 1,76563 0,56637

8 1 2

Σ 3,14678 2,38118

= - = 0,785398.
4

Задачи

По формуле парабол, приняв 2п= 10, вычислите определенные

интегралыпри указанных значениях параметра μ

Г &
1. [ г; 1) Р= 1; 2) р = 2; 3) р = 3; 4) р = 4; 5) р = 5.

J ] + Ρχ

f d*
2. [-7—-у; 1) p=U 2) p = 2; 3) p = 3; 4) p = 4; 5) p = 5.

Jx'+p2

Ответы

1. 1)0,785398; 2)0,667853; 3)0,588826; 4)0,536078; 5)0,488999. 2.

1) 0,785398; 2) 0,231824; 3) 0,107250; 4) 0,061245; 5) 0,039479.
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Гпава 14.

Приближенное решение дифференциальных
уравнений

§ 14.1. Метод Эйлера

Пусть требуется решить задачу Коши: найти решениедифференциальногоуравнения

/ = /(*,>')> (14.1)

удовлетворяющее начальному условию у (х0) = уй.

При численном решении уравнения (14.1) задача ставится так: в

точках х0,х,,х2,...,хл найти приближения ук (к = 0,1,2,...,п) для

значений точного решения у (хк ). Разность Ахк = хк+]
-

хк во многих

случаях принимают постоянной И и называют шагом сетки, тогда

хк =хо + ЛЛ (к = 0,1,2,...,«). (14.2)

Метод Эйлера для решения указанной задачи Коши основан на

непосредственной замене производной разностным отношением по

Δν
приближенной формуле —= /(х, у), где Ау = у (х + И) - у (х),

Ах

Ах = (х + И) - х = И.

Приближенные значения ук в точках хк = xQ + kh вычисляются по

формуле

Л+1 -Ук +Л/(**,л) (^ = 0,1,2,...,н). (14.3)

Пример 1. С помощью метода Эйлера найти значения решения

уравнения у' = у + х2, удовлетворяющего условию у (0) = I, в первых

пяти точках отрезка [0; 0,5] при Л = 0,1.

Решение. По формуле (14.2) находим точки х0
= 0; х,=0,1;

х2 = 0,2; х3 = 0,3; х4 = 0,4; х5 = 0,5. Значения искомой функции

у-у (х), удовлетворяющей условиям данной задачи Коши, находим в

соответствии с формулой (14.3). Результаты вычислений отражены в

таблице 14.1.

Замечание. Точное решение уравнения у' = у + х2, удовлетворяю-

шее условию у(0)=1, выражается формулой у = Ъе -х‘-2х-2. Следо-
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вательно, у (0,4) = Зе0·4 - (0,4)2 - 2 (0,4) - 2 = 1,5154.

Таблица 14.1

к хк ** Ук >
·, » = П,| =

>» +

= V* +
= °>Су. **])

+ */(**,

0 0 0 1 1 0,1 1.1

1 0,1 0,01 и 1,11 0,111 1,211

2 0,2 0,04 1,211 1,251 0,1251 1.3361

3 0,3 0,09 1,3361 1,4261 0,1426 1,4787

4 \\ 0,4 0,16 1,4787 1,6387 0,1639 1,6426

Пример 2. Методом Эйлера найти значения решениядифференциальногоуравнения у' = 2х-у, для которого у(1) = 1, в пяти точках

отрезка [1; 1,5], приняв h = 0,1.

Решение. На основании формулы (14.2) определяем точки х0 = 1;

*1=1,1; х2 = 1,2; х3 = 1,3; х4 = 1,4; х5 = 1,5. Значения искомой

функцииу=у(х), удовлетворяющей условию данной задачи Коши,

вычисляемпо формуле (14.3). Результаты вычислений занесены в таблицу
14.2.

Таблица 14.2

к Ук хк 2хк
-1*. -х.

= 0.1(2** ->■*)

= ук +

+ t>/(xk,yt)

0 1,0000 1,0 2,0 1,0000 0,1000 1,1000

1 1,1000 и 2,2 1,1000 0,1100 1,2100

2 1,2100 1,2 2,4 1,1900 0,1190 1,3290

3 1,3290 1,3 2,6 1,2710 0,1271 1,4561

4 1,4561 1,4 2,8 1,3439 0,1344 1,5905

5 1,5905 1,5 3,0 1,4095 0,1410 1,7315

Задачи

Приняв Λ = 0,1, методом Эйлера решить указанную задачу Коши

для каждого из уравнений:
1. у' = у + 3х, у(0) = ~1, хе[0;0,5].

2. у' = х-2у, _у(0) = 0, хе[0;1].
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3. у' = х + у2, у(0)=1, хе[0;1].

4. у' = х2+у2, у(0) = 1, хе[0;1].

5. у' = х2у +х\ у(0)=1, хе[0;1].

6. у'(у2+х) = у, >'(!) = !, *е[1;2].

Ответы

1. yt =-1,1; у2
= -1.18; у3 =-1,238; д^4 = -1^718; у5 =-1,279.

2. У] = 0; у2 =0,01; у3 =0,0278; у4 =0,0524; у5 =0,08192. 3. у,
= 1,1;

_у2 = 1,231; уз = 1,402536; у4 = 1,629246.

§ 14.2. Метод Рунге-Кутта

Метод Рунге-Кутта - один из наиболее употребительных методов

повышенной точности.

Пусть требуется найти численное решение уравнения у' = /(дс, у),

удовлетворяющее условию у (х0) = Уо ■

Идея метода Рунге-Кутта состоит в представлении разности

в виде суммы поправок к. с коэффициентами р}\ Ау = рхкх + р2к2 +

Коэффициенты р., α7,β,, находят сравнением разложений Δу и

к, по степеням И. В случае г = 4 получают

Ау(х) = у(х + И)-у(х) О 44)

+ ... + р,кг где к] =f(x,y), к2 = /(χ + α2Λ,>' + β21*,kr=hf(x+
+αД У+βΓΐ*, + β,2 к2 + ■ · · + Prr-i *r-i )·

(14.5)

Δy = — (kj + 2*2 + 2*з + *4 ).
6

(14.6)

При x = x0 с помощью формул (14.4) - (14.6) находим

У,-+1=П+4У/ (/ = 0,1,2,,..), (14.7)
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гое

Αν, -<α;+2α;+2α;4·α;),
6

(14 Si

П

А,' = hf{x„ у, >,

*ί*¥
А V)г, � у. +-J- L

(
1

2
'

2 Г

н а;
'

II

х,*2'У,*~2
=¥(*,+*, v,+k\).

(149)

Метод Рунге-Кутта применим также к системам

дифференциальныхуравнений первого порядка, а также я обыкновенным

дифференциальнымуравнениям высших порядков

Пример 1. Методом Рунге-Кутта найти решение плачи Коши идя

уравнения у' = у-х2,у(|) = 0, г е[1,2J в первых пяти точках, взяв

Λ = 0,1.

Решение. Поскольку в данном случае /(х, у) = у - х
~

ив силу

условиях0 = 1, у0 = 0, то /(х0, у0) = у0 -Xq = 0- 1 = -1. По формулам

(14.9) находим: *° = Л/(х0,у0) = 0.1 (-1) = -0.1: А" = 0.1/(1,05.-0.051 =

= 0,1((—0.05> -(1,05)2) = -0,1152; А1,’ = 0,1/(1.05.-0.0576) =

= 0,1 [(-0,0576)-(1,05)2] =-0,1160; А4° = 0.1/( 1.1;-0.1160) =

= 0,1 [(-0,1160)- (1,1)а] = -0.1326. По формуле (14 8) вычислим

Ду0 =-[(-0.0 + 2 (-0,1152) + 2(-0,1160)+ (-0.1326)] =
- 0,1158

6

Значение у, вычислим по формуле у, = у0 + Ауп (см формулу

(14.7) при 1 = 0): у, = 0+(-0.1158) = -0.1158. Таким образом,

полученоприближенное значение у,
= -0.1158 при х,

~ 1.1

С помощью формул (14.9) при < = I найдем приближенное
значениеу2 при х2 = 1Д, решив новую задачу Коши для того же уравнения

/ = у-х2, у(1,1) = -0.1158

Аналогично находим y3,y4,yj. Результаты решения исходной

задачипредставлены в таблице 14.3.
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Таблица 14.3

i У, *;2
2

к .

= h х
j

х )

Pj
S =

= |l pjki

II

И-К.

<

II

0 1 0 1 - 1 -0,1 1

1,05 0,05 1,1025 - 1,1525 -0,1152 2

1,05 - 0,0576 1,1025 -1,1601 -0,1160 2

1,1 -0,1160 1,21 - 1,3260 -0,1326 1 - 0,6950 -0,1158

Х\ =*о +Л = 1,1,У1 = Уо +Ау0 =-0,1158.

1 1,1 -0,1158 .1,21 - 1,3258 -0,1326 1

1,15 -0,1821 1,3225 - 1,5046 -0,1505 2

1,15 -0,1910 1,3225 - 1,5135 -0,1514 2

1,2 - 0,2672* 1,44 - 1,7072 -0,1707 1 - 0,9071 -0,1501

ОН
II

смн + 2Л = 1,2,

Уг = >-, + Ayt =-0,1158+ (-0,1501) = -0,2659.

2 1,2 - 0,2659 1,44 - 1,7059 -0,1706 1

1,25 -0,3512 1,5625 - 1,9137 -0,1914 2

1,25 -0,3616 1,5625 - 1,9241 -0,1924 2

1,3 - 0,4583 1,69 -2,1483 -0,2148 1 - 1,1150 -0,1925

*э = *0 + 3/1 = 1Д

Уз а= Уг + аУ2 = -0.2659 + (-0,1925) = -0,4584.

3 1,3 - 0,4584 1,69 -2,1484 -0,2148 1

1,35 -0,5858 1,8225 -2,3883 - 0,2388 2

1,35 - 0,5778 1,8225 -2,4003 - 0,2400 2

1,4 - 0,6984 1,96 - 2,6584 - 0,2658 1 - 1,4382 - 0,2397

х4 = Jt0 + 4А = 1,4,

У4
== уъ + Ау3 = -0,4584 + (-0,2397) = -0,6981.

4 1,4 -0,6981 1,96 -2,6581 - 0,2658 1

1,45 -0,8310 2,1025 -2,9335 - 0,2934 2

1,45 - 0,8448 2,1025 - 2,9473 - 0,2947 2

1,5 - 0,9928 2,25 -3,2428 -0,3243 1 - 1,7663 - 0,2944

х5 =дс0+5Л = 1,5,

У5
=

ул + АуА = -0,6981 + (-0,2944) = -0,9925.
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Пример 2 . Методом Рунге-Кутта найти решение задачи Коши для

уравнения у' = 3х+у, у(0) = -1, те[0,1], приняв h = 0,1.
Решение. Как и в предыдущем примере, с помощью формул
(14.7)-(14.9) находим значения У\,Уг,Уу,Уц,У$ (см. таблицу 14.4).

Таблица 14.4

1 У, Зх, 3*ι + У, к, Р,
S =

■Ji'A·
Ду,· =

- J-5

0 0 - 1 0 - 1 -0,1 1 -0.1

*05 - 1,05 0,15 -0,9 -0,09 2 -0,18

0,05 - 1,045 0,15 - 0,895 - 0,0895 2 -0,1790

0,1 - 1,0895 0,3 - 0,7895 - 0,07895 1 -0,07895 - 0,08966

X, = 0,1,у, = у0 + ДУо = -1 + (-0.08966) = -1,08966.

1 0,1 - 1,08966 0,3 - 0,78966 - 0,07897 1 -0,07897

0,15 - 1,12915 0,45 -0,67915 - 0,06792 2 -0,13584

0,15 - 1,12362 0,45 - 0,67362 - 0,06736 2 -0,13472

од - 1,15702 0,6 -0,55702 - 0,05570 1 -0,05570 -0,06754

х2 =0,2, у2 = У! + Ду, = -1,08966+ (-0,06754) = --1,15720

2 ОД - 1,15720 0,6 - 0,55720 - 0,05572 1 - 0,05572

0Д5 - 1,18506 0,75 - 0.43506 -0,04351 2 - 0,08702

0Д5 - 1,17896 0.75 - 0,42896 - 0,04290 2 -0,08580

0,3 - 1Д0010 0,9 -0,30010 -0,03001 1 -0,03001 - 0,04309

Х3 =0,3, Уз = у2+Ду2 =-1,15720 +(-0,04309) = -1,20029

3 0,3 - 1,20029 0,9 - 0,30029 - 0,03003 1 - 0,03003

0.35 - 1,21531 1,05 -0,16531 -0,01653 2 - 0,03306

0,35 - 1,20856 1,05 -0,15856 -0,01586 2 -0,03172

0,4 - 1.21615 1Д -0,01615 -0,00162 1 -0,00162 -0.01607

х4 = 0,4, у4 = Уз + Дуз =-1.20029+(-0.01607) = -1,21636.

4 0,4 - 1,21636 1,2 -0,01636 -0,00164 1 -0,00164

0,45 - 1,21717 1.35 0,13283 0,01328 2 0,02656

0,45 - 1,20971 1.35 0,14029 0.01403 2 0,02806

0,5 - 1Д0232 1,5 0,29768 0,02977 1 0,02977 0,01379

х, =0.5. у, = у4 + Лу4 =-1.21636 + 0,01379 = - 1,20257

393



Замечание. Точное решение уравнения у' — Зх + у,

удовлетворяющееусловию у =
— 1 при х = 0, выражается формулой у = 2е‘ — Зх - 3

Следовательно, у (0,5) = 2e0s — 3 0,5 — 3 = 2 1,6487 - 1,5 - 3 = -1,2026.
Этот результат совпадает со значением, вычисленным по методу Рунге-Кутта

Os = -1,20257).

Задачи
Методом Рунге-Кутта, приняв Л = 0,1, найти приближенные
решениядифференциальных уравнений, удовлетворяющие указаннымусловиям:

1. у' = х-у, у(0) = -1, хе[0,1].

2. у' = х2-у, у(0) = 2, хе[0,1].

3. у' = х + у, у(0) = 1, хе[0, 1].

4. у' = 2х-у, у(0) = 1, хе[0,1].

5. у' = х-у + 2, >> (1) = 0, х е [1,2].

Ответы

1. у] = -0,9; у2 = -0,8; у3 = -0,7; у4 = -0,6; у5 = -0,5

Уб = —0,4; у7 = -0,3; yg =-0,2; у9 =-0,1; >»|0=0. 2. ν, =1,81

у2 = 1,64; у3 = 1,49; у4 = 1,36; у5 = 1,25; у6 = 1,16; у7 = 1,09

^8 = 1.04; у9 = 1,01. 3. у, = 1,110341; у2 = 1,242805; Л = 1,399717

у4 = 1,583648;

Л =2,651079;

=0,8561927;

_у6 =0,8464358;

_у2 =0,2399993;

Л = 1,797441;

у9 = 3,019202;

у3 = 0,8224552;

>»7 =0,8897568;

у3 = 0,3899991;

у6 = 2,044235; у7 = 2,327503

Яо = 3,436559. 4. у, = 0,9145125

у4 = 0,8109608: у5 = 0,8195928

уг = 0,9479878. 5. >>, = 0,1099996
= 0,5599988; у5 = 0,7499986

Л = 0,9599984; у7 = 0,0119000.
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Гпава 15.

Интерполирование функций

§ 15.1. Интерполяционный многочлен Лагранжа

Интерполяционным многочленом Лагранжа называется многочлен

(х-х0)(х- х,). (г -

rk | ) ( г - т4 . ( т -

т„)

*=0 *'(**-*о)(**-*,)·(**-** ι)(**-**+ι)· (х*-х„>

(Ι5.Ι)
Згот многочлен удовлетворяет условиям Р„(хк) = ν*, * = 0,1,2,

л, где хк
-

узлы (или полюсы) интерполя!ли, ук
- заданные числа.

Интерполяционной формулой Лагранжа называется формула

,, ч зг (χ-χ0)(χ-χ,)...(χ-χ*_,)(χ-χ4+ι)...(т-хп)
/(XIе /лУк

' ' ...

(х* -х0)(х* — Χι)-.-(χ* -**-|Ж -х*+|)...(х* -х„)

(15 2)
Формулы (15.1) и (15.2) можно записать так

Р.

где

>„(x) = o>(x)£- 7-т—; /(χ) = ω(χ)Υ- -,

“£(х-Хк)<й(хк) f^0(x-xk)(ii (х*)

ω(χ) = (χ-χ0)(χ-χ|)...(χ-χ„), (15 3)

ш'(х*) = (х* -x0)(** -xi)..-(xjfc -**-ι)(**-**+i)-(** -*л)·

Производя интерполирование функции /(х) по формуле Лагранжа

(15.2), заменяют эту функцию полиномом Р„(х), совпадающим с ней в

л+1 данных точках отрезка [а,Ь]. В остальных точках этого отрезка

разность R„ = /(х)- Р„{х) отлична от нуля и представляет собой

погрешностьметода. Эта разность, называемая остаточным членом

интерполяции,определяется формулой

в которой ω(χ) выражается равенством (15.3), ξ - точка промежутка

[а, 6], зависящая от х.
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Пример 1. Найти интерполяционный многочлен Лагранжа,
которыйв точках х0 =

- 3, х, = -1, х2 =2 принимает соответственно

значения у0
= -5, у, =-11, у2 =10.

Решение. При п = 2 формула (15.1) имеет вид

#>(,)= и, 1»_-_ίιΗ-»-ϋ) + (*-»»)(*-*,)_ и-х0)(х-.,)_
0

<Jt0 — ) <^0 — х2 ) (*1 -*о)(*| "*!> <*2-*о)(*2 ~*1>

Подставляя в эту формулу заданные значения, находим

Г(х)- 5
(* + 1Н*~2>

] 1 (* + 3)(х-2) |10(х + 3)(х + 1)
2

(-3 + 1) (-3-2)
‘

(-1 + 3) (-1-2) (2 + 3) (2+ 1)
’

Р2(х) = --(х2 -х-2)+—(х2 + х-6) + — (х2 +4х+ 3) =
2 6 3

= — [-3(х2 - х-2) + 11 (х2 + х-6) + 4 (х2 + 4х + 3)] = —(12х2 +30х-48).

Следовательно, Р2 (х) = 2х2 + 5х - 8.

Пример 2 . Найти интерполяционный многочлен Лагранжа Р (х),

для которого Р (-1) = -11, Р (1) = - 3, Р (2) = 1, Р (3) = 13.

Решение. В данном случае

Xq —
— 1, Х| — 1, Xj — 2, Xj 3, у0 11, у| 3, у2 1, у2 13.

При п = 3 формула (15.1) принимает вид

Р(х) = у0
(*~*lH*-*2)(*-*3) (X —Х0)(Х-Х2)(Х —Х3)

(0

(х0-х,)(х0-х2)(х0-х3)
1

(*ι~*ο)(*ι-*г)(х1 -*з)

+ >2
(х-х0)(х-х|)(х-х3)

t
(х-х0)(х-х,)(х-х2)

(*2-*о)(*2-*|)(*2-*з)
' 3

(*Э-*о)(*3-*|)(*3-*2)

+ 1

Подставляя в эту формулу данные значения, получаем

, ,, (х-1)(х-2)(х-3) , (х + 1)(х-2)(х-3)
Р (х) = -11 3 +

(-1 - 1) (-1 - 2) (-1 - 3) (1 + 1) (1-2) (1-3)

(х + 1)(х-1)(х-3)
| |3

(х + 1)(х-1)(х-2) 11 3 6;L.i|iiv б)
(2 + 1) (2 — 1) (2 -3) (3 + 1) (3- 1) (3-2) 24

(х3 -4х2 + Х + 6)- —(х3 -Зх2 - х + 3) + —(х3 -2х2 - х + 2) =
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1.24 4 3 8 ; \ 4 4)

/

(121

l 24

_Д_]8_1 +2Л
4 4

+
4

4;

= jc3-2x2+3x-5.

■24-£)+4 3 S)

Итак, P3(x) = x~ - 2x2 + 3x- 5.

Пример 3. Найти интерполяционный многочлен Лагранжа для

X - 1 0 1 2 3

<1 У 17 7 5 11 49

Решение. В данном

х0 = -1, х, =0, х2 = 1, х3 =2, Ха =3,

v2=5, у, = 11, у4 =49.

При и = 4 формула (15.1) имеет вид

P(r\-v
(χ-Χι)(*-χ')(χ-χ^(χ~χ^ -+

°

(х0 ~ X|) (хо ~хг) (*о -Хз)(хо _Jt4)

случае

Уо = '7. >'.=7’

+
(Χ-Χ0)(Χ-Χ?)(Χ-Χ3)(Χ~Χ4) _ +

1

(*1 -^о)(^1 -χ2)(χΙ
— ^эМх1

+
(x-x0)(x-X|)(x-X3)(^Zili-+

2

(Х2 — Хо) (Х2-χ\)(χ2 ~*з)(х2 ~х*)

+
(χ-χο)(χ-χΛ(χ-χ2)(χ~1ή)— +

3

(Χ3~Χο)(Χ3-χΟ(χ3-χ2)(χι~χ^

(Χ-Χη)(χ-Χ,)(Χ-χι)(χ~χ^ —
У*

(*4 -*о)(х4 -*ι)(*4 “**)(*« “хз)

Подставляя в эту формулу данные значения, получаем

Р(х) = 17 »<*-'><*·~2)
(-1Н-1- 1Н-1 ~2) (-1

~ 3)

| 7(х + 1)(х-1)(х-2)(х-3) (х + 1)*(*-2Н*^21д-
(0 +1) (0 -1) (0 - 2) (0 -3)

+

(1 + 1) 1 (1 -2) (! ~3)

. (х +1)х(х-1)(х-3) Гх + 1)х(х-1>(дг-21

(2 + 1) 2 (2-1)(2-3)+4 (3 + 1) 3 (3-1)(3-2)
397



Производя соответствующие вычисления и преобразования, находим

Р (х) = — (х4 - 6х3 +1 1х2 - 6х) - — (х4 - 5х3 + 5х2 + 5х - 6) +
24 6

+ — (х4 - 4х3 + х2 + 6х) -— (х4 - Зх3 - х2 + Зх) +
4 6

49

24

, 4 0 з 2 , ч 4 Г17 7 5 11 49Л
(х -2х -х +2х) = х + +— +

V.24 6 4 6 24 у

^ 3f 17 35 _ 11 49^ ,(187 35 5 11 49λ

I 4 6 2 12) V 24 6 4 6 24 J

( 17 35 15 11 49 Л
4 ,

+хГТ-Т+Т-Т+й]+7'х
Следовательно, РА (х) = х4 - 2х3 + Зх2 - 4х + 7.

Задачи

Найти интерполяционные многочлены Лагранжа для следующих
функций, заданных таблицами:

1. X -2 - 1 3

У 12 6 2

X ~ 1 1 2

У 10 6 13

3. X - 1 0 1 2

У -4 - 1 0 5

X -3 -2 - 1 1 2

У 46 7 2 -2 11

4. X 0 1 2 3

>- 1 1 11 37

X -3 -2 - 1 1 2

-9 - 16 -3 11 36

Ответы

1. Р2(х) = х2 -Зх + 2. 2. />2(х) = 3х2-2х + 5. 3. Р3(х) = х3-х2 +

+х-1. 4. Р((х) = х3 + 2х2 — Зх +1. 5. РА(х) = х4 + х3 — 2х2 — Зх +1.

6, /^(х) = х4 + 2х3-Зх2 + 5х + 6.
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915.2. Разности различных порядное.
Разделанные разности

Рассмотрим значения у, -/(.г,) функции y-f{г) к точка* г

(/»0,1,2, .): >,o=/(Jt0)· У|=/(*|)· Vi = /(*j). Вылечим

всевозможныепары соседних жачений (,У0 . У| ('у,.у>). ( V 1 , V 1 ), ив

каждом случае вычтем предыдущее значение из последующего, полу

чим разности: У|-у0, у?-У|, у, -

Vj, г)ти разности налывдкт я

конечными разностями первого порядка или просто первыми рашо
стями. Обозначения первых разностей

^
АУо ~У\

“

у0· 4V|=y2-y,. .... Λν„., = ν,
-

V» \, (15 4)

или

A.V, = ν,+|
-

у, (/ = 0.1.2, )

Замечание. Иногда употребляются и другие обозначения, например.

δν ,
= У,>,

-

.V,. /', = У,.|
~

У,
I*- I»-

2 2

Разностями второго порядка, или вторыми разностями, называют

разности первых разностей и обозначают через Δ у, = ΔνΙ+1 - Ду,

Δ\ν0 = Δ.ν, -Δν0.
Д2 У\ = 4ν2 - Д>1.
Δ1 уг = Ду, - Лу2.

Д>^· = Д>·, - Ду..,,

Δ\ν„ = Ду^, - д>’„

05 5)

Разности третьего порядка, или третьи разности, определяются и

обозначаются так:

ΔЧ = Δ*Λ ~ Д*Л. AVi = Д3у2 - Д2у,. ■
··, ΔЧ = Д*у„, - Д2У,,

Аналогично определяются последующие разности Разности

(к +1) -го порядка получаются из разностей к -го порядка по

формулам
Д*+,у0 = ДЧ-Д‘>0. Δ*+\=Δ*>,-Δ4„... (15.6)

Таблица разностей различных порядков строится согласно схеме

(таблица 15.1).
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Таблица 1S.1

Каждое число этой таблицы (начиная с третьего столбца) является

разностью двух смежных чисел столбца слева (из нижнего числа

вычитаетсяверхнее; разность записывается в следующем столбце между
этими числами). Третий столбец содержит первые разности,четвертый-

вторые и т. д.

Для контроля вычислений при составлении таблицы разностей
пользуются следующим утверждением: сумма чисел в каждом столбце

разностей равна разности крайних чисел предыдущего столбца.

Например,Ау0 + Δν, + Ауг + ... + Ду„_, + Ау„ = (у, -у0) + (у2 - у,) +

+(Уз ~yi) + ■■■ +(У„-У„-1) + (У„+1-У„) = У„+1-у0·

Все разности в таблице принято записывать целыми числами или в

единицах младшего разряда значений функции.
Замечание. Конечные разности л-го порядка от многочлена степени

л постоянны, а конечные разности (л +1) -го порядка равны нулю. Это

свойстводает простой способ составления таблиц многочленов Непосредственно
вычисляем значения многочлена для л +1 значений аргумента и составляем

таблицу, в которую входят разности до л-го порядка включительно. Далее,

пользуясь тем, что разности л-го порядка постоянны, продолжаем столбец

разностей (л - 1) -го порядка. Для получения новых чисел этого столбца

складываемсоответствующие разности (л-1)-го порядка с разностями л-го

порядка.Затем последовательно продолжаем столбцы разностей (л — 2) -го,

(л — 3) -го порядков и т. д. пока не получим продолжение столбца у,
= f(x,),

т. е. значений многочлена.

Разделенные разности первого порядка определяются формулами

х У1 ~Уо
f{ ч Уг~У\ „ ч Уп-У* \

f(.xι»*ο) » /(*2.χ|) » ■··» f(.xn»хп-\)— -(15.7)
*1
“

*0 х2~х\ хп~Хп-\

Разделенные разности второго порядка получаются из разделенных
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разностей первого порядка по формулам

/(.Г .*,)-/( Γ,,.Τ,,)
/U,.к,. .«„>»

-Ϊ1

/(дг,.д,. л,)·
/( T'-.tj)

- ft Г^. V

*. ' *

(15 1)

Аналогично определяются разделенные разности третьего порядка

^ , /"(г,. Г,, V >-/(*.. с,. \ > !
/(Jt,,jr,f х,,х0) = ^ *

|

с’
“

*п ; ,|5ч»

Г. - г,

Разделенные разности η-ro порядка получаются ид ранни, гей

(л- 1) -го порядка по формулам

/·/- г г ,ϊ=/(·ντ»'· ■',Ι)~/Ι^.·,·1· -г'»>
п, „Л,/ \Λη * > · ■ · > χι · χο * (I

■*п
-

*0

В случае равноотстоящих узлов с шагом h (xk =xQ+kh) pai.ie-

ленные разности различных порядков имеют вил

/(х,,х0) = -^-, /(х2.х,)а^1- /(*„. τ,,.Ι)=^-'-. (15 И)

дЗ ^3
/(*2 , *1 -то) = . /(-*3. х2 · *1 > = ТГЛ"'

2* h 2’η'
(15 12)

/(*, X Г )-£&> х*-1 х0!~
. ,

_

л! hn
(15 13)

Пример 1. Составить таблицу разностей различных порядков при

следующих значениях х и /(х):

х0 = -I. х, = -2, х2 = I = 2. т4 = 3;

Уо = 0, у, = 7, у2 = 30, у3 = -16, у4 = -45

Решение. По формулам (15.4) находим первые разности:

АУо =У\"Уо = 7-0=7; Ду, = у2
-

у, =30-7 = 23;

Лу2 = Уз
—

у2 =-16-30 = -46; Ау3 =у4 -у3 = — 45 — (— 16) = — 29.
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В соответствии с формулами (15.5) вычисляем разности второго

порядка:

Д2у0 = Ду, -Ду0 =23-7 = 16; Д2у, = Ду2 ~ &У\ = —46 — 23 = —69;

Д2у2 = Ду3 -Ду2 = -29-(-46) = 17.

Пользуясь определениями и соответствующими формулами
получаемразности третьего порядка:

Д3у0=Д2у,-Д2у0 =-69-16 = -85;

Д3у, = Δгу2 - Д2у, = 17 - (-69) = 86

и разность четвертого порядка Д4у0 = Д3У| - Д3у0 = 86- (-85) = 171.

Полученные разности можно представить в виде таблицы 15.2.

Таблица 15.2

X У Ду Д2у Д3у Д4у
-1

-2

1

2

3

0

7

30

-16

-45

7

23

-46

-29

16

-69

17

-85

86
171

Σ -45 -36 1

-45 -36 1

Замечание. Последние две строки служат для контроля вычислений:

в строке ^ числа равны суммам чисел, стоящих в соответствующем

столбце,в строке S -

разности последнего и первого чисел соответствующего

столбца. Совпадение этих чисел (по диагонали) означает, что вычисления

сделаныверно.

Пример 2. Составить таблицу разделенных разностей различных

порядков при следующих значениях х и у
= f(jc):

Х0 = -3, X, = -2, х2 = -1, *3 = 1, дг4 = 2;

То = -9> У\ = -16, у2 = -3, Уз = 11, у4 = 36.
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Решение. В соответствии с определениями находим разделенные

разности первого порядка:

/и,=
Χχ

— ДГп -2-(-3)
/ (X,. г,) =

Уг ~У\
,

-3-(-16)

г/ з Уг-Уг 11-(~3) _

,,

п%" =

ттт -7; /,х< ■

-,

разности второго порядка:

X, -

Х|

У4 -Уь

з

36-11

2-1

13:

25;

/(*2.*1»*о) =
/(x2,X|)-/(Xl, т0)

х2 -х0

13-(-7)

-1-(-3)

= И);

ху~х\ 1-(-2)

„„ - _ /(*4.*з)-/(*Э.*2)
_

25~7
.

J 1-^4 7 -*з»х2 ) ~~

~2 ^ I)-”’*4 -*г

разности третьего порядка:

- - „ Л_/(х3,дс2,Х1)-/(дг2,дг,,дс0) _

-2-10
J \*з > л2 > л\у ло)

~

; гг —
~

*з
-

*0 1 - (- 3)

f(x4,xJyx2,x})I
_
/(*4 7*3.*2)-/(-*Л· *2>*|)

_

6~(~2)
_ т

2-(-2)
*”

Х4 -X,

разность четвертого порядка:

. у(дг4,х3,дг2,Л,)-/•(Хз,дг2,^1.) 2-(-3)_,
3 Vx4> ХЭ> х2> х1» х0/

“ —

Т : Г7
-

х4-х0 2 — (—3)

Полученные разделенные разности можно представить в виде

таблицы15.3.

Таблица 15.3

X У Разделенные разности

-3 -9
7

-2 -16
/

13
10

-3
1

-1 -3
7

-2
2

1

1 11 6
25

2 36

Пример 3. Дан многочлен Р(х) = х3 -2х2 + 3х + 1. Известны его

значения при х0 =0, х, = 1, х2 =2, х3 = 3:

403



Ζ5 (0) = 1, /,(1) = 3, Ρ(2) = 7, Р(3)=19. Найти значения

многочленапри хк= к (/[=4,5,6,7,8,9,10).

Решение. Составляем таблицу разностей различных порядков

(таблица 15.4).

Таблица 15.4 Таблица 15.5

Поскольку для многочлена третьей степени разности третьего по¬

рядка постоянны, то эту таблицу можно продолжить, начиная с

последнегостолбца. Записываем в столбце ΔЗу следующую цифру 6;
складывая это число с числом 8, получаем 14-новое число столбца

Агу\ аналогично получаем число 26=14 + 12 столбца Ау и значение

у4 = Р (4) = 45 (таблица 15.5).

Продолжая этот процесс, получаем новую таблицу (таблица 15.6).
Таблица 15.6
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Следовательно, найдены искомые значения данного многочлена:

Р (5) = ?1, Р (6) = 163, Р (7) = 267, Р (8) = 409, Р (9) = 595, Р (10) = 831.

Задачи

Найти разности различных порядков:

к 0 1 2 2. к 0 1 2

Хк - 1 1 2 Хк -2 - 1 1

Ук 10 6 13 Ук 12 6 0

* 0 1 2 3 4 5

Хк -3 -2 - 1 0 1 2

Ук -9 -16 -3 6 11 36

Найти разделенные разности различных порядков:

5.

к 0 1 2 3 4

Хк -2 - 1 0 1 2

Ук
- 16 -3 6 II 36

к 0 1 2

Хк 1 2 3

Ук -4 -7 - 16

к 0 1 2

Хк 2 4 5

Ук 1 15 28

7. Дан многочлен Р (х) = 2х2 - 5х + 7 и его значения: Р (0) = 7,

/>(1) = 4,/>(2) = 5. Найти значения Р(к), где к = 2,3,10.

8. Дан многочлен Р(х) = 2х3-4х2-6х+15 и его значения:

Р(0)= 15, /*(!) = 7, Р(2) = 3, /,(3) = 15, Р (4) = 55. Найти его значения

при х = 5,6,..., 10.

9. Дан многочлен />(х) = х4-х3+х2-х + 3 и его значения:

Я(0) = 3,/>(1) = 3,/>(2) = 13, Я(3) = 63,/>(4) = 207. Найти его

значенияпри х = 5,6,..., 10.
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§ 15.3. Интерполяционный многочлен Ньютона

Интерполяционным многочленом Ньютона называется многочлен

Р (αΟ = ^ο+(χ“*ο)/(*ο>*ι) + (*-*ο)(*-*ι)/(*ο>*ι·χ2)+ ···

в котором /(*0,*]),/(*()-Х\,Х2)>···./(*ο.*ι>···>*η) -

разделенные

разности различных порядков. Этот многочлен удовлетворяет

условиямУк = /(**) = рЛхк) (* = 0,1,2,...,/!).

Интерполяционной формулой Ньютона называется формула

/(*)“>'ο+(*-χο)/(*ο.*ι) + (*-·*ο)(*-*ι)/(*ο.*ι>*2) + ···

... + (х-х0)(х-хх)...(х-х„_\) f(x0,xx, х2,...,хп). (15.15)

Замечание 1. Поскольку любой k-Pi член многочлена Ньютона

зависиттолько от к первых узлов интерполяции и от значений функции в этих

узлах,добавление новых узлов вызывает в формуле (15.14) лишь добавление
новых членов без изменения первоначальных. Это является существенным

преимуществом многочлена Ньютона по сравнению с многочленом Лагранжа.
Замечание 2. В силу единственности интерполяционного

многочлена/ϊ-ой степени интерполяционный многочлен Ньютона перегруппировкой

членов можно преобразовать в интерполяционный многочлен Лагранжа и

обратно.
В случае равноотстоящих узлов интерполяции (jct = дс0 + А, х2 =

x0 + 2h,...,x„=x0+nh) из формулы (15.15) с учетом равенств

(15.11)-(15.13) получается интерполяционная формула Ньютона для

«интерполирования вперед»:

Эта формула удобна при интерполировании функций для значений

х, близких к наименьшему узлу х0.

Интерполяционная формула Ньютона для «интерполирования

назад»имеет вид:
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X

x(*-*.)(*-O(*-*_j)+.-+^$0r-:r,,)(*-*,M)..■(*-*,)■ (1517)
nl η

Формула (15.17) удобна при интерполировании функций для

значенийх, близких к наибольшему узлу хп.

Замечание. В формуле (15.1б) коэффициенты многочлена содержат

конечные разности различных порядков, принадлежащей верхней

(нисходящей) строке таблицы разностей (см. таблицу 15.1). В формуле (15.17)

коэффициенты многочлена содержат разности различных порядков,
принадлежащиенижней (восходящей) строке этой таблицы.

Пример 1. Найти интерполяционный многочлен Ньютона для

функции у = f(x), если известны ее значения:

/(2) = 1,/(4) = 15, /(5) = 28.

Решение. В данном случае х0 =2,х, =4,х, =5,

•Vo = 1..У1 = 15,у2 = 28. Отметим, что узлы не являются

равноотстоящими(так как Х| -х0 *х2 -Х\)· Интерполяционный многочлен (15.14)

при п - 2 принимает вид

ft(*) = .Vo + (x-*o)/(*i>*o) + (*-*o)(*-*i)/(*2>*i>*o)· (!)

Вычислим разделенные разности:

f(xι.*ο) =
У\~Уо

_

is-ι

х.-х0 4-2
= 7, /(*2 · *1 ) =

Уг-У\

х2 -х,

28-15

5-4
= 13,

f(_ _ rv У(лгд,лс,)-У(Х|,х0) 13-7
^

х2
~

*0 5—2

Подставив эти значения в формулу (I), найдем искомый

интерполяционныймногочлен Ньютона:

Р2(х)= 1 + 7(х-2)+2(х-2) (х-4).

Замечание. Раскрыв скобки и приведя подобные, члены, получим

/»2(х) = 2xJ-5x + 3.

Пример 2. Найти многочлены Ньютона «интерполирования впе-

гед» и «интерполирования назад» для функции, заданной таблицей

X 0 1 2 3

У 5 1 7 29

407



Вычислить значения функции при д: = 0,5 и х = 2,5.
Решение. В данном случае

*о =0, х, = 1, х2 = 2, х3= 3; у0 =5, у, = 1, >2 =7, у3 = 29; узлы

интерполирования являются равноотстоящими

(х, -х0 =х2-х, = х3-х2 =1).

Составим таблицу конечных разностей различных порядков
(таблица 15.7).

Таблица 15.7

Числа верхней (нисходящей) строки этой таблицы (подчеркнуты
одной чертой) входят множителями в коэффициенты многочлена

Ньютонадля формулы «интерполирования вперед». Правая часть формулы
(15.16) при п-Ъ принимает вид

= Уо + (х
~ χο) + -7ГТТ (χ~χο) (* “ *ι) +

h 2 \η

+ y^(*-*o)(*-*i) (*-*/)

Использовав условие задачи и указанные числа, найдем многочлен

Ньютона для «интерполирования вперед»

/>в(х) = 5 + -^-(х-0) + ^|^-(х-0)(х-1) + ^г(х-0)(х-1)(х-2),
Рв(х) = 5-4х + 5х (χ - 1) + χ (х- 1) (х -2). (II)

Числа нижней (восходящей) строки таблицы 15.7 (подчеркнуты
двумя чертами, включая и число 6) входят в коэффициентымногочленаНьютона для «интерполирования назад». Правая часть формулы
(15.17) при л = 3 имеет вид

Р„ (*) = Уъ +(*
~ х*) + тгй- (х ~ ха ) (* - ) +

п 2! И'
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+ (*-*«)(*“ X,) (* - *2 ) ■

Использовав условие задачи и числа таблицы 15.7, подчеркнутые
двумя чертами (включая число 6), найдем многочлен Ньютона для

«интерполирования назад»

ΡΗ(χ) = 29 + 22 (*-3) + ^(x-3)(x-2) + ^(x-3)(jr-2)(x-l),
Ря (х) = 29 + 22 (х

- 3)+ 8 (х - 3) (х - 2) + (х - 3) (х - 2) (х -1). (III)

Значение функции при х = 0,5 найдем с помощью первого много-

члена)

/(0,5) = Рв (0,5) = 5-4 0,5+5 0,5 (- 0,5) + 0.5 (- 0,5) (-1,5) = 2,125,

а значение функции при х = 2,5 - с помощью второго многочлена:

/(2,5) = РН(2,5) = 29 + 22 (- 0,5)+8 (- 0,5) (0,5) + (- 0,5) 0,5 (1,5) = 15,625.

Замечание. Найденные многочлены отличаются только формой.Раскрываяскобки и приводя подобные члены, получаем один и тот же многочлен

в обычной форме:

Ру(х) = хг +2хг-7х + 5.

Задачи
Найти интерполяционные многочлены Ньютона для функций,
заданныхследующими таблицами:

X -2 - 1 1 2 3

У 57 15 3 9 47

7. Найти интерполяционные многочлены Ньютона

«интерполирования вперед» и «интерполирования назад» для функции
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У - /(*) по следующим данным: /(-2) = -50,/(-1) = -22, /(0) = -8,

ДО =-2,/(2) = 26.

8. Найти интерполяционный многочлен Ньютона для функции
Дх) = 2х по ее значениям в точках х0 = -1, х, = 0, х2 = 1, х3 = 2, х4 = 3

и вычислить /(-0,5), /(2,5).

Ответы

1. />2(х) = 6 + 9(х-1) + 4(х-1)(х-3). 2. Я,(х)= Ц5х2 + 13Дс + 35

3. Р3(х) = х3 +3х2-2х + 2. 4. Р3(х) = х3 +2х2-7х+5. 5. />3(х) = -15+

+ 8(х+1) + (х + 1)(х-1) + 2(х + 1)(х-1)(х-2), или /3(х) = 2х3-Зх2 +

+6х-4. 6. />(х) = 57-42(х + 2) + 12(х + 2)(х + 1)-2(х + 2)(х + 1)х

х(х- 1) + (х + 2)(х+ 1)(х-1)(х-2), или />4(х) = х4-2х3 +3х2-4х + 5.

7. />,(х) = -50 + 28 (х + 2) - 7 (х + 2) (х +1) + х (х +1) (х + 2) + х (х -1) х

х(х + 1) (х + 2), Ри(х) = 26 + 28 (х-2) + 11 (х-2) (х-1) + 5х(х-1)х

х(х-2) + х(х-1)(х-2)(х + 1), или />(х) = х4+Зх3-5х2+ 7х-8.

8. /*,(х) = —+— (х + 1) +— х(х + 1) +—х(х + 1)(х-1) +—х(х+1)х'

2 2 4 12 48

х(х- 1) (х-2), /Дх) = 8 + 4(х-3) + (х-3)(х-2) + -(х-3)(х-2)х
6

х(х-1) + ~(х-3)(х-2)(х-1)х; /(-0,5) = Рв(-0,5) = 0,6992, /(2,5) =

= Ри (2,5) = 5,6680.
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